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Série4 : Espaces vectoriels normés de dimension finie

Exercice 1
Soient n ≥ 2 et A = (ai,j) ∈Mn(K)
On note A l’endomorphisme de Kn qui à X associe AX

1. Montrer que la norme subordonnée à ||.||de Kn est |||.|||dans les cas suivants

(a) ‖|A‖| = max
1≤j≤n

(
n∑

i=1
|ai,j |) pour ‖x‖1 =

n∑
i=1
|xi|avec x = (x1, ..., xn)

(b) ‖|A‖| = max
1≤i≤n

(
n∑

j=1
|ai,j |) pour ‖x‖∞ = max

1≤i≤n
|xi| avec x = (x1, ..., xn)

2. On suppose K = R. Montrer que N(A) =
√
tr(tAA) est une norme non subordonnée

et que ∀(A,B) ∈ (Mn(K))2N(AB) ≤ N(A)N(B)

Exercice 2
Montrer que tr est continue de (Mn(C), ‖.‖)dans C où ‖A‖ = max

1≤i≤n
(

n∑
j=1
|ai,j |)

Exercice 3
Montrer que l’ensemble des matrices diagonalisables de Mn(C)est dense dans Mn(C)

Exercice 4
Soit n ∈ N∗. Montrer que pour toute norme N sur Mn(R), il existe c ∈ R∗+ tel que
∀(A,B) ∈ (Mn(R))2N(AB) ≤ cN(A)N(B)

Exercice 5
Soit (E,N) un evn de dimension finie et A une partie non vide et bornée de E . Montrer
que ∃(a, b) ∈ (A)2δ(A) = ‖a− b‖

Exercice 6
Soit (E,N) un e.v.n de dimension finie. u ∈ L(E) et ϕ ∈ GL(E).
Montrer que {c ∈ R+ : N ◦ u ≤ c(N ◦ ϕ)} admet un minimum et le déterminer.

Exercice 7
Soit (E,N) un evn et F un sev de E de dimension finie tq E 6= F .

1. Montrer que (∃x ∈ E)x /∈ F
2. Montrer que d(x, F ) > 0

3. Soit K = F ∩Bf (x, d(x, F ) + 1)

(a) Montrer que K est un compact

(b) Montrer que (∃z0 ∈ F )d(x, F ) = ||x− z0||
(c) Soit y = x−z0

||x−z0|| .Montrer que ||y|| = 1 et que d(y, F ) = 1
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Exercice 8 Théoréme de Riesz
Soit (E,N) un evn .
Montrer que la boule unité Bf (0, 1) est un compact si et seulement si E est de dimension
finie.
Supposons que Bf (0, 1) est compact et E de dim infinie
Soit a0 ∈ S(0, 1)

1. Montrer que E 6= Ka0.Soit x0 ∈ E −Ka0
2. Montrer que δ0 = d(x0,Ka0) > 0

3. Montrer que (∃y0 ∈ Ka0)δ0 ≤‖ x0 − y0 ‖≤ 2δ0
Soit a1 = x0−y0

‖x0−y0‖

4. Montrer que d(a1,Ka0) > 1
2

5. supposons construitsa0, ..., andans S(0, 1) tels que d(ak, Fk) >
1
2 où Fk = vect(a0, ..., an)

(a) Montrer que E 6= Fn+1.Soit xn ∈ E − Fn+1

(b) Montrer que δn = d(xn, Fn+1) > 0

(c) Montrer que (∃yn ∈ Fn+1)δn ≤‖ xn − yn ‖≤ 2δn
Soit an+1 =

xn−yn
‖xn−yn‖

(d) Montrer que d(an+1, Fn+1) ≥ 1
2

(e) conclure

Exercice 9
Montrer que O(n) est compact dans Mn(R)

Exercice 10
Soit (E,N) un evn de dimension finie et (un) une suite d’elements de E convergente vers
l.Montrer que l’ensemble {un/n ∈ N} ∪ {l} est un compact de E.
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