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Série2: ESPACES VECTORIELS NORMES:GÉNÉRALITÉS

Exercice 1
Soit (E, ‖.‖)un evn etx, yz de E tel que x+ y + z = 0
Montrer que ‖x− y‖+ ‖y − z‖+ ‖z − x‖ ≥ 3

2(‖x‖+ ‖y‖+ ‖z‖)

Exercice 2
Montrer que l’application N définie par N(x, y) = sup

t∈[0,1]
|x + ty| est une norme sur R2

Représenter graphiquement la boule unité Bf (0E , 1)

Exercice 3
Montrer que l’application N définie par N(x, y) = sup

t∈R

|tx+y|√
1+t2

est une norme sur R2 .

Déterminer sa boule unité

Exercice 4
Montrer que l’application N définie par N(x, y) = sup

t∈R

|x+ty|
1+t+t2

est une norme sur R2 .

Déterminer sa boule unité

Exercice 5
Soit E = C1([0, 1],R).

1. Montrer que l’application N définie par N(f) =

√
f2(0) +

1∫
0

f ′2 est une norme sur E

2. Etudier l’équivalence avec les normes N∞, N1, N2

Exercice 6
Soit (E,N) un e.v.n,(a, b) ∈ E2, (r, s) ∈ (R∗+)2.Montrer que :

1. B(a+ b, r + s) = B(a, r) +B(b, s)

2. B(a, r) ∩B(b, s) 6= ∅ ⇐⇒ ‖a− b‖ < r + s

3. B(a, r) = B(b, s)⇐⇒ (a, r) = (b, s)

Exercice 7
E un K e.v.N1et N2deux normes sur E .
B1 = {x ∈ E/N1(x) < 1} et B2 = {x ∈ E/N2(x) < 1}
Montrer que :B1 = B2 ⇐⇒ N1 = N2

Exercice 8
soit E le R e.v des applications de [0, 1] dans R de classe C1 telles que f(0) = 0.
On note N1(f) = sup

x∈[0,1]
|f(x)|+ sup

x∈[0,1]
|f ′(x)| et

N2(f) = sup
x∈[0,1]

|f(x) + f ′(x)|.

Montrer que N1 et N2 sont des normes sur E et qu’elles sont équivalentes.
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Exercice 9
SoientE = C([0, 1],R)et ϕ ∈ E .On note Nϕ(f) = ‖fϕ‖∞

1. Montrer que Nϕ(f) est une norme sur E ssi (ϕ−1({0}))◦ = ∅
2. Montrer que Nϕ(f) et N∞(f)sont équivalentes ssi ϕ−1({0}) = ∅

Exercice 10
Soit P =

n∑
k=0

akX
k ∈ C[X].On note :

N0(P ) = max
0≤k≤n

|ak|;N1(P ) =
n∑

k=0

|ak|;N2(P ) = sup
t∈[0,1]

|P (t)|;

N3(P ) = sup
|z|=1
|P (z)|;N4(P ) =

1∫
0

|P (t)|dt.

Montrer que ce sont des normes sur C[X]deux à deux non équivalentes. Prendre les suites
suivantes :(Pn = Xn); (Qn = 1 +X + ...+Xn); (Rn = Xn −Xn+1)

Exercice 11
Soit (E,N) un e.v.n .A une partie bornée de E.
L l’espace vectoriel des fonctions lipschitziennes sur A dans E.(L est un s.e.v de B(A,E)).
On munit L de la nome induite N∞de B(A,E).Soit a ∈ A

1. Pour f ∈ L ,on pose :
Kf = {k ∈ R+/(∀(x, y) ∈ A2)N(f(x)− f(y)) ≤ kN(x− y)},
c(f) = infKf et NL(f) = c(f) +N(f(a)).
Montrer que NL est une norme sur L

2. Dans le cas E = R, a = 0 et A = [0, 1].Montrer queN∞ etNL ne sont pas équivalentes

Exercice 12 Normes de Hölder sur Kn

soient n ∈ N∗, p ∈]1,+∞[ et q = p
p−1

1. Montrer que ∀(a, b) ∈ R2
+ab ≤ 1

pa
p + 1

q b
q

2. Pour x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Kn ,on pose ‖x‖p = (
n∑

k=1

|xk|p))
1
p

(a) Montrer que ∀(a, b) ∈ (Kn)2|
n∑

k=1

xkyk| ≤ ‖x‖p‖y‖q

(b) Montrer que ‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p
3. En déduire que ‖.‖p est une norme sur Kn

4. Montrer que ∀x ∈ Kn lim
p→+∞

‖x‖p = ‖x‖∞

Exercice 13 Normes de Hölder sur C([a, b],K)
soient (a, b) ∈ R2, a < b, p ∈]1,+∞[ et q = p

p−1 , E = C([a, b],K)

1. Montrer que ∀(α, β) ∈ R2
+αβ ≤ 1

pα
p + 1

qβ
q

2. Pour f ∈ E ,on pose ‖f‖p = (
b∫
a
|f(t)|pdt))

1
p

(a) Montrer que ∀(f, g) ∈ E2|
b∫
a
fg| ≤ ‖f‖p‖g‖q

(b) Montrer que ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p
3. En déduire que ‖.‖p est une norme sur E
4. Montrer que ∀f ∈ E lim

p→+∞
‖f‖p = ‖f‖∞
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