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Semaine 1

Sujet 1
Questions de cours :
— Convexité des boules
— définir voisinage ouvert fermé

Exercice 1

n
E = R[X] normé par ||P|lsc = max |az| ou P = Y apX*
0<k<n =0

n
Soit (P, )nen la suite définie par P, = > Xk_f
k=0

1. Montrer que (P,) est de Cauchy dans (E, ||||cc)

2. Montrer que (P,) n’est pas convergente ?

Exercice 2 | |
— 2. 2 . N Tty
E =R? (z,y) € R*.Posons N(z;y) = igﬁw

1. Montrer que N est bien définie
2. Montrer que N est une norme

3. Déterminer sa boule unité

Sujet 2

Questions de cours :
— Equivalence des normes
— caractériser un fermé

Exercice 3

E = (uy) € R™/(uyp)est bornée etug = 0.0n poseN (u) = sup |up+1 — U,
neN
1. Montrer que N est une norme

2. Montrer que Yu € EN(u) < 2N (u) ;donner un élément qui réalise 'égalité.

Exercice 4

1
E = C([0,1],R) normée par Nu,.Soit f € E posonsN (f) = [ €| f(t)|dt
0

1. Vérifier que N est une norme
2. Soit (fn) la suite définie par
— falz) =1 —nzx,z €0,1];

‘n



- Jolz) =0,2 €]7, 1]
Calculer N (f) et N(f,) et conclure

Sujet 3
Questions de cours :
— théoréme de BW

— définir voisinage ouvert fermé

Exercice 5
SoitE = C([0, 1], R) normé par Nos et p € N*,(f1,...., fp) € EP

N(z) = Noo(i zif;) on x = (x1,...,x,) € RP
=1

1=
Donner une CNS pour que N soit une norme sur RP

Exercice 6 -
E=R[X]et Pe E,N(P)= Y L0

1. Montrer que N est bien définie

2. Montrer que N est une norme

Sujet 4
Questions de cours :
— Equivalence des normes
— Continuité des applications linéaires

Exercice 7

E = C?%([0,1],R) .Soit f € E .Posons
1 1

1
N(f) Zglf(t)\dt;N’(f) = [£(0)] +Of\f’(t)\dt;N”(f) =[£I+ (O] + [

0
1. vérifier que (Vf € E)N'(f) = |f(0)[ + N(f); N"(f) = [f(0)| + N'(f")
2. Montrer que N’ et N” sont des normes

3. étudier 'équivalence de ces normes utiliser f,,(t) = t" et g,(t) = %

Exercice 8

E = C([0,1],R) normé par Ny .Soity : E — Rl’application définie par ¢(f)

1. Montrer que ¢ est continue

2. Déterminer |||o|||utiliser f,(t) = t"™

Sujet 5

Questions de cours :
— continuité des applications linéaires
— norme subordonnée
— compacité

Exercice 9 -
E=R[X]et Pe E,N(P)= Y L0

1. Montrer que N est une norme

2. Soit u : E — E telle que u(P) = XP .Montrer que u est continue
norme triple

fr(t)ldt

1

— [ttt

0

et calculer sa



Exercice 10
Montrer que O(n) est compact

Sujet 6
Questions de cours :
— caractériser un fermé
— caractériser la continuité des applications linéaires

Exercice 11 .
E = M, (R)normé par N(A) = max (> |a;;|)

1<i<n’ ;2]
1. Vérifier que N est une norme

2. Montrer que la trace est continue et determiner sa nome triple

Exercice 12
Montrer que Z est fermé par différentes méthodes

Sujet 7
Questions de cours :
— Espace de Banach
— caractériser un fermé
— Produit de deux fermés

Exercice 13 §
E = R[X] normé par ||P|lsc = max |az| ou P = 5 apX*
0<k<n =0
n
Soit (P, )nen la suite définie par P, = > Xk_f
k=0
1. Montrer que (P,) est de Cauchy dans (F, ||||c0)

2. Montrer que (P,) n’est pas convergente dans (F, ||||o0) 7

Exercice 14
A= {(x,y) € R*/zy = 1}etB = {0} x R

1. Montrer que A et B sont des fermés

2. Montrer que A+B n’est pas fermé

Sujet 8

Questions de cours :
— equivalence des normes
— continuité des applications linéaires
— norme subordonnée

Exercice 15

1
E = C([0,1],R) normée par Nu,.Soit f € E posonsN (f) = [ €| f(t)|dt
0

1. Vérifier que N est une norme

2. Soit (f,) la suite définie par
- fn($) =1l-nzxe [07 %]a
= falz) =0,z G]%,l]
Calculer N (frn) et N(f,) et conclure



Exercice 16

E = C([0,1],R) normé par N .Soity : E — Rl’application définie par ¢(f) = [tf(t)dt

1. Montrer que ¢ est continue

2. Déterminer |||o|||utiliser f,(t) = t"™

Sujet 9

Questions de cours :
1. continuité des applications linéaires
2. caractériser un fermé

3. compacité

Exercice 17 .
E = M, (R)normé par N(A) = max (> |a; ;)

1. Vérifier que N est une norme

2. Montrer que tr est continue et determiner sa nome triple

Exercice 18
Montrer que O(n) est compact

Sujet 10
Questions de cours :
— equivalence des normes
— continuité des applications linéaires

Exercice 19
E = 02([0, 1],R) .Soit f € E Posons

flf (O)dt; N'(f) = |+f|f’ )Idt; N7 (f) = [£(0)] + /(0 |+f|f” )|dt

L verifier que (Vf € EYN'(F) = (0 + N N*() = |F0) + N'(F)

2. Montrer que N’ et N” sont des normes
3. etudier 'équivalence de ces normes utiliser f,,(t) = t" et g,(t) = %
Exercice 20
E = R[X]normé par N(P) = sup |P(t)| et 'application ¢ définie par p(P) = P(0)
te[0,1]
1. Montrer que ¢ est continue dans (E,N)

2. Soit Q = {P € E/P(0) # 0} Q est-t-il un ouvert ?

Semaine 2

Sujet 11

Questions de cours :
— partie connexe par arcs
— image continue d’un connexe par arcs
— image continue d’un compact

Exercice 21
Montrer que GL,,(R) n’est pas connexe par arcs



Exercice 22

E=R[X]et Pe E,N(P) =} ‘P(Zw
neN

1. Montrer que N est une norme
2. Soit u: F — R telle que u(P) = P™(0) et v : B — E telle que v(P) = P’
(a) Montrer que u est continue et calculer |||u/||

(b) Montrer que v n’est pas continue

Sujet 12

Questions de cours :
— densité d’une partie A dans une partie B
— Quels sont les sous groupes de (R, +)
— partie compacte

Exercice 23
Montrer quun hyperplan d’un evn est soit un fermé soit dense dans E

Exercice 24
Soit C[X] normé par || P|| = maxgen |ak|
1. Montrer que la boule unité fermée n’est pas compacte

2. Vérifier que P — P’ n’est pas continue

n
3. Montrer que E n’est pas complet (utiliser P, = > 4y

Sujet 13

Questions de cours :
— caractériser un fermé
— diameétre d’'un borné

Exercice 25
Soit (E, N) un evn de Banach ,(B),),en une suite de fermés bornés non vides ,décroissante

pour l'inclusion et dont les diamétres tendent vers 0 et B = () B,
neN
Soit n € N etu,, € By, et U,, = {up/p > n}

1. Montrer que U,, C B,
En déduire que 6(U,,) — 0
Montrer que (uy) est convergente et soit [ sa limite

Montrer que [ € B,

A

Soit x € E supposons que x # [
(a) Montrer que 3n € N§(By,) < d(z,1)
(b) En déduire que x ¢ B

6. Conclure le théoréme des fermés emboités

Sujet 14
Questions de cours :
— valeur d’adherence
— compacité
— caractérisation de la continuité



Exercice 26

Soit (E, N) un evn compact.(x,) une suite d’elements de E admettant une seule valeur
d’adherence x.

But :Montrer que (z,) converge vers x.

On suppose que (x,) ne converge pas vers X.

1. Montrer que (Je > 0)(VN € N)In > Nz, — x| > €

2. Construire ¢ : N — N st croissante telle que : (Vn € N)|z,,) — 2| > €

3. Montrer que ¥ : N — N st croissante telle que i(%ow(m) converge vers y € E
4

. Montrer que y # x et conclure

Exercice 27

Soient E et F deux evn tel que F est compact. f une application de E dans F telle que son
graphe I' est un fermé dans £ x F.

But :Montrer que f est continue

Soit x € E et (z,,)de E tel que (z,,) converge vers x

1. Montrer qu'il existe ¢ : N — N st croissante telle quef(z,) converge vers y € £
2. Montrer que y = f(x)

3. Montrer que (f(z,)) converge vers f(x) et conclure

Sujet 15
Questions de cours :
— théoréme du point fixe

Exercice 28
Soit K un compact convexe d’'un evn et f : K — K une application telle que

(V(z,y) € K2)|If (@) = fW)] < ll= — ]|

But :Montrer que f admet au moins un point fixe
Soit a € K et n € N* .f,(2) = 2a+ (1 - 2)f(x)
1. Montrer que f,, est une application de K dans K
Montrer que f, est contractante
En déduire (3z,, € K) fr(zn) = zn
Montrer qu’il existe ¢ : N = N st croissante telle quez,,) converge vers x € K
Montrer que || f(z) — fu(za)| < (lall + [ f @)I) + [z — za]

En déduire que (fy(n)(Tp(n))) converge vers f(x)

NS e W

En déduire que f(z) ==

Exercice 29
Montrer que GL,,(R) n’est pas connexe par arcs

Sujet 16
Questions de cours :
— continuité des applications linéaires
— comment montrer qu’'une partie est fermée

Exercice 30
Soit p un projecteur continu d’un K evn E.

1. Montrer que Im(p) et Ker(p) sont des fermés
2. On suppose que Im(p) et Ker(p) sont complets

(a) Montrer que p et ¢ = idg — p sont uniformément continues



(b) Soit (xy,) de Cauchy dans E .y, = p(xy)etz, = q(xy,) Montrer que (y,) et (zn)
sont convergentes

(c) En déduire que E est complet

Exercice 31
Montrer que Z est fermé par différentes méthodes

Sujet 17

Questions de cours :
— Théoréme du point fixe
— caractériser un fermé

Exercice 32
Soit K un compact convexe d’'un evn et f : K — K une application telle que

(V(z,y) € K2)|If (@) = f)]l < llz — ]|

But :Montrer que f admet au moins un point fixe
Soit a € K et n € N* .f,(z) = La+ (1 - 1) f(z)
1. Montrer que f, est une application de K dans K
Montrer que f,, est contractante
En déduire (3z,, € K) fn(zn) = x5,
Montrer qu’il existe ¢ : N = N st croissante telle quez,,) converge vers x € K
Montrer que || f(2) = fu(za)ll < 3 (lall + 1 f(@)]) + llz = zal
En déduire que (fy(n)(Tp(n))) converge vers f(x)

A i

En déduire que f(z) =

Exercice 33
Montrer que Z est fermé par différentes méthodes

Sujet 18

Questions de cours :
— valeur d’adherence
— compacité

Exercice 34

Soit (E, N) un evn compact.(x,) une suite d’elements de E admettant une seule valeur
d’adherence x.

But :Montrer que (z,) converge vers x.

On suppose que (z,,) ne converge pas vers X.

1. Montrer que (3¢ > 0)(YN € N)an > Nz, —z| > €

2. Construire ¢ : N — N st croissante telle que : (Vn € N)[z ) — | > ¢

3. Montrer que v : N — N st croissante telle que :(xwd,(n)) converge vers y € F
4

. Montrer que y # x et conclure

Exercice 35

Soient E et F deux evn tel que F est compact. f une application de E dans F telle que son
graphe I' est un fermé dans £ x F.

But :Montrer que f est continue

Soit x € E et (z,,)de E tel que (z,,) converge vers x

1. Montrer qu'il existe ¢ : N — N st croissante telle quef(z,)) converge vers y € E
2. Montrer que y = f(x)



3. Montrer que (f(xy,)) converge vers j(x) et conclure

Sujet 19

Questions de cours :
— connexité par arcs
— diamétre d’un borné
— caractériser un fermé

Exercice 36
Soit (E, N) un evn de Banach ,(B),)nen une suite de fermés bornés non vides ,décroissante

pour l'inclusion et dont les diamétres tendent vers 0 et B = (] B,,.
neN
Soit n € N etu,, € By, et U,, = {u,/p > n}

1. Montrer que U,, C B,
En déduire que 6(U,,) — 0
Montrer que (uy) est convergente et soit [ sa limite

Montrer que [ € B,

or s W

Soit © € E supposons que = # [
(a) Montrer que dn € N§(B,,) < d(z,1)
(b) En déduire que = ¢ B

6. Conclure le théoréme des fermés emboités

Exercice 37
Montrer que GL,,(R) n’est pas connexe par arcs

CALCUL DIFFERENTIEL

Sujet 20

Questions de cours :
— Cldiffeomorphisme d’un intervalle I de R sur un intervalle J de R
— unicité de la différentielle

Exercice 38

Montrer que f(z,y) = -~

x2 +y2

n’admets pas de limite en (0,0)

Exercice 39
Montrer que ¢(x,y) = (¥ — ¥,z + y) est un C*! difféomorphisme de R? sur R?

Sujet 21

Questions de cours :
— dérivabilité de B(f1, f2) ou B est application bilinéaire continue
— formule de Leibnitz

Exercice 40

Z‘yg
La fonction f(z,y) =4 ='+v° (z,y) # (0,0) est-elle continue ,C! ?
0 (z,y) = (0,0)
Exercice 41
Soit (E,N) un evn Montrer que f : E — B(0g, 1),z — m est un homéomorphisme

Sujet 22
Questions de cours :



— 1négalité des accroissement finis
— théoreme de prolongement des fonctions C*

Exercice 42 P
Soit f(xz,y) = 964_+ny (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)
1. Montrer que f est continue sur R?
2. Montrer que f admet des dérivées partielles en (0, 0)
3. f est-elle différentiable en (0,0)?

Exercice 43
flx,y) = (2% +xcosy+y2, v+ sinz+y>) .Déterminer sa matrice jacobienne et son jacobien

Sujet 23

Questions de cours :
— Théoréme des accroissements finis
— Théoréme du point fixe

Exercice 44

Soit g : R™ — R™ une application différentiable telle que (Va € R")|||dgz||| < k avec
k€]0,1] et f(x) =z + g(x)

Montrer que g est contractante

En déduire que f est injective

Montrer que || f(z)|| = 400 quand||z| — 400

Montrer que f est surjective

AR

En déduire que f est bijective

Exercice 45
Montrer que ¢(z,y) = (e* — ¥,z 4+ y) est un C' difféomorphisme de R? sur R?

Sujet 24

Questions de cours :
— fonction de classe C'! sur un ouvert d’un evn
— unicité de la differentielle

Exercice 46

ZEyS
La fonction f(z,y) = { =+ (,y) # (0,0) est-elle continue ,C*! ?
0 (z,9) = (0,0)

Exercice 47
Soit (F, <|>) un espace prehilbertien réel et N la norme issue du produit scalaire

1. Montrer que N est de classe C' sur £ — {0g}
2. Déterminer dNN,

Sujet 25

Questions de cours :
— C*diffeomorphisme d’un intervalle I de R sur un intervalle J de R
— fonction de classe C'! sur un ouvert d’un evn

Exercice 48
Soit f : M, (R) — M, (R) definie par f(M) = M?>



1. Montrer que { est de classe C*

2. determiner sa différentielle

Exercice 49 \
Soit f(z,y) :{ sz (@y) #(0,0)

0 (z,y) = (0,0)

1. Montrer que f est continue sur R?

2. Montrer que f admet des dérivées partielles en (0, 0)
3. f est-elle différentiable en (0,0)?

Sujet 26

Questions de cours :
— Théoréme de Schwartz
— une application C* soit un C* diffeo d’un intervalle I de R sur un intervalle J de R
— C! diffeo D’un ouvert U d’un evn E sur un ouvert V d’un evn F

Exercice 50
Soit f : M, (R) — M, (R) definie par f(M) = tr(M?) Montrer que f est differentiable en
M € M,(R) et determiner sa differentielle

Exercice 51
Montrer que ¢(z,y) = (v + Lcosy,y + Scosz) est un C! diffeomorphisme de R? sur R?

Sujet 27
Questions de cours :
— theoreme des fonctions implicites
— CS pour que f: U C R? = R de classe C? admette un extremum

Exercice 52
Montrer que la relation z* +z3y? —y +y%+y> = 1 définit en (—1,1) une fonction implicite
¢ 2 — y de classe O et calculer ¢'(z)

Exercice 53
Déterminer les extremums de f(x,y) = 23 + 322y — 152 — 12y

Sujet 28

Questions de cours :
— les deux théorémes des accroissement finis
— théoréme du point fixe

Exercice 54 .
Tty
Soit f(:lj’y) = 2492 (:Evy) 7& (0,0)
0 (:Ev y) = (0, 0)
1. Montrer que f est continue sur R?

2. Montrer que f admet des dérivées partielles en (0, 0)

Exercice 55
Soit g : R™ — R™ une application différentiable telle que (Vo € R"|||dg||| < k avec k €]0, 1]

et f(z) =x+ g(x)
1. Montrer que g est contractante

2. En déduire que f est injective

10



3. Montrer que || f(x)|| = +oo quand|xz| — 400
4. Montrer que f est surjective

5. En déduire que f est bijective

Sujet 29
Questions de cours :
— théoréme des fonctions implicites

Exercice 56
Montrer que l'équation ye® — xe¥ = 1 définit une fonction implicite y = g(z) telle que
g(0) = 1.donner un DL3(g)(0)

Exercice 57
Résoudre 'équation aux dérivées partielles % — 32—5 =0 (poser u =2z +y et v=3x+y)

Sujet 30
Questions de cours :
— Théoréme d’inversion locale

Exercice 58
Soit f(x,y,2) = (z + 3y? — 22,223yz,22% — zy)
1. determiner la matrice jacobienne de f en (1,—1,0)
2. f est elle localement inversible au voisinage de (1,—1,0)

3. determiner la matrice jacobienne de f~! en (4,0,1)

Exercice 59
Résoudre I'équation aux dérivées partielles 3% — 2?)—5 =0 (poser u = x+y et v = 2x+ 3y)

Sujet 31
Questions de cours :
— théoréme d’extremum liées de Lagrange

Exercice 60
Extremum de la fonction f definie sur (R%)3 par f(z,y, 2) = xin(z) + yln(y) + zin(z) sur
I ={(z,y,2) € (RY)*/z +y+ 2z =3a}(a >0)

Exercice 61
92f  92f

Résoudre I'équation aux dérivées partielles 55 — i (poseru =z +yetv=x—y)

Sujet 32
Questions de cours :
— théoréme des fonctions implicites

Exercice 62
Montrer que équation ¥ + 12—y — 3y + 22 = —1 définit une fonction implicite y = g(x)
telle que ¢g(0) = 1.donner un DLy (g)(0)

Exercice 63
Résoudre 'équation aux dérivées partielles % — 32—5 =0 (poser u =2z +y et v =3x +y)

Exercice 64

Calculer grace & une dérivation le determinant suivant
1 cos(x) sin(x)
1 cos(z+a) sin(z+a)
1 cos(x+B) sin(z+ pB)

11



Sujet 33
Questions de cours :
— Théoréme d’inversion locale

Exercice 65
Soit f(x,y,2) = (z + 3y? — 22,223yz, 222 — zy)
1. determiner la matrice jacobienne de f en (1,—1,0)
2. f est elle localement inversible au voisinage de (1,—1,0)

3. determiner la matrice jacobienne de f~! en (4,0, 1)

Exercice 66
Résoudre I’équation aux dérivées partielles 3% — 22—5 =0 (poser u = x+y et v = 2x+ 3y)

Exercice 67
Démontrer que la relation = + y + z + sin(xyz) = 0 definit une fonction implicite ¢ :
(x,y) = z en (0,0,0)

Sujet 34
Questions de cours :
— théoréme des extremums liées de Lagrange

Exercice 68
Extremum de la fonction f definie sur (R%)3 par f(z,y,z) = zin(z) + yln(y) + zin(z) sur
I ={(z,y,2) € (RY)*/z +y+ 2z =3a}(a >0)

Exercice 69

Soit (C) la courbe d’équation sin(z + y) + cos(x —y) = 1.Montrer que le théoréme des
fonctions implicites est applicable en tout point de (C)et determiner l'allure de la courbe
au voisinage de O(0,0)

Exercice 70
02 f N 02 f

Résoudre 'équation aux dérivées partielles 75— o = 0 (poseru=x+yetv=x—y)

Sujet 35
Questions de cours :
— théoréme des extremums liées de Lagrange

Exercice 71
Chercher les extrema de I'application f : R? — R définie par : f(x,y) = 2® + 32 sous la
contrainte :x + 3% = 3.

Exercice 72
Montrer que I'application ¢ : R3 — R3, (x,7,2) + (e® + 2%, e2* — €2* 2 — y)est un C*
diffeomorphisme de R? sur son image que ’on determinera.

Exercice 73
Af _ Af _

Résoudre I'équation aux dérivées partielles 53 — o = (poseru =z +yetv=x—y)

Sujet 36
Questions de cours :
— théoréme des fonctions implicites

Exercice 74
Montrer que I'équation ye® + e¥sin(2x) = 0 définit une fonction implicite y = g(x) telle
que ¢(0) = 0.donner un DL1(g)(0)

12



Exercice 75
Résoudre 'équation aux dérivées partielles % — 32—5 =0 (poser u =2z +y et v=3x+y)

Exercice 76

Calculer grace a une dérivation le determinant suivant
1 cos(x) sin(x)
1 cos(z+a) sin(r+ )
1 cos(x+B) sin(z+ B)

Sujet 37
Questions de cours :
— Théoréme d’inversion locale

Exercice 77
Soit f(x,y,2) = (z + 3y? — 22,223yz, 222 — zy)
1. determiner la matrice jacobienne de f en (1,—1,0)
2. f est elle localement inversible au voisinage de (1,—1,0)

3. determiner la matrice jacobienne de f~! en (4,0, 1)

Exercice 78
Résoudre I’équation aux dérivées partielles 3% — 22—5 =0 (poser u = x+y et v = 2x+ 3y)

Exercice 79
Démontrer que la relation = + y + z + sin(xyz) = 0 definit une fonction implicite ¢ :
(x,y) = z en (0,0,0)

Exercice 80
Soient k €]0,1] et f € CR,R) telle que Yz € R|f'(z)| < k. Montrer que I'application
0 :R?2 = R2 (z,y) — (y+ f(x),r + f(y))est un C! diffeomorphisme de R? sur lui meme

Arithmetique dans Z etK[X]

Sujet 38
Questions de cours :
— Ideal d’un anneau
— existence du pged dans K[X]

Exercice 81

on suppose qu’il existe un nombre fini N d’entiers premiers de la forme 4n — 1 oun > 1
qu’on note p1,...,pn et on forme le nombre 4p;...pxy — 1.Montrer que ce nombre admet un
diviseur premier de la forme 4k — 1 et on déduire une contradction.conclure

Exercice 82 Radical d’un ideal
Soit T un ideal d'un anneau commutatif (A, 4, x),on posev/T = {z € A/(In € N)z" € I}

1. Montrer que /T est un ideal de A

2. Montrer que v/ VI=I
3. Montrer que I C J = VIcJT

Sujet 39
Questions de cours :
— Ideal d’un anneau
— existence du ppem dans K[X]

13



Exercice 83 Produit de deuxr i1deaur
Soit I et J deux ideaux d’un anneau commutatif (A, +, x),

on posel.J ={x € A/(In € N*)(I(x1,...,zn) € I" € I)(I(y1, ..., yn) € J")x = D Tiyi}

k=1
1. Montrer que I.J est un ideal de A

2. Montrer que I.J C INJ

3. Montrer que dans Z on a aZ.bZ = abZ

Exercice 84
Soit P(X) € K[X] .Montrer que P(X) — X/P(P(X)) — X

Sujet 40
Questions de cours :
— Ideal d’un anneau
— Montrer que tout ideal de K[X] est de la forme P.K[X]

Exercice 85 Transporteur d’un itdeal dans un autre

Soit I et J deux ideaux d’un anneau commutatif (A, +, x),

on appelle transporteur de J dans I 'ensemble [ : J ={z € A/aJ C I
1. Montrer que I : J est un ideal de A
2. Montrerque I C J=1:J=A

3. Montrer que [ :0=A,1:A=TetA:I=A

Exercice 86
Montrer que Soient n et m deux entiers tel que n > m > 1.
Montrer que X — 1A X™ —1 = X"m ]

Sujet 41

Questions de cours :
— isomorphisme entre un supplémentaire du noyau et I'image d’une application linéaire
— déduire thm du rang

Exercice 87
Montrer que les matrices par blocs ou A € M,(R) :

2A —5A 0 —-A
< A oA > et < A 0 )sont semblables

Exercice 88
Radical d’un ideal
Soit T un ideal d'un anneau commutatif (A, 4, x),on posev/IT = {z € A/(In € N)z" € I}

1. Montrer que VT est un ideal de A

2. Montrer que v/ VI=I
3. Montrer que I C J = VIc I

Exercice 89
Dans R? jon définit v; = (1,1) et vo = (2,3) calculer la base duale de (vy,v2)

Sujet 42
Questions de cours :
— formes linéaires de méme noyau
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Exercice 90

. . . . . 2
soit f un endomorphisme d'un K ev de dimension finie n .Montrer que (Id, f, f2, ..., ")
est liée et en déduire 'existence d’un polynéme annulateur non nul de f

Exercice 91
Radical d’un ideal
Soit T un ideal d'un anneau commutatif (A, 4, x),on posev/I = {z € A/(In € N)z" € I}

1. Montrer que /T est un ideal de A

2. Montrer que v/ VI=+T
3. Montrer que I C J = VIcJT

Exercice 92
Dans R? on définit v; = (1,1,1);v2 = (1,2,1);v3 = (0,1,1) calculer la base duale de
(v1,v2;v3)

Sujet 43
Questions de cours :
— base antéduale

Exercice 93
Soient ag, aq, ..., a,R deux & deux distincts .

1 n
Montrer que 3!(Ao, A1, ..., \p) € R*TIVP € K, [X] [ P(t)dt = > M\ P(ay)
0 k=0

Exercice 94

Radical d’un ideal
Soit T un ideal d’un anneau commutatif (A, +, x),on posevI = {z € A/(In € N)a" € I}

1. Montrer que VT est un ideal de A

2. Montrer que v/ VI=I
3. Montrer que I € J = VI C VJ

Exercice 95
Dans R? Jon définit v; = (0,1,1);ve = (1,—1,2);v3 = (2,1, —1) calculer la base duale de
(v1,v2;v3)

Sujet 44

Questions de cours :
— existence de la base anteduale

Exercice 96
Soit E un K ev de dimension infinie et f,g € L(FE) verifiant fog = Idg

1. Montrer que Ker(gof) = Ker(f)
2. Montrer que Im(gof) = Im(g)
3. Montrer que E = Im(g) & Ker(f)

Exercice 97
SoitE = R3[X]

POt = aP(1) + bP(2) + cP(3) + dP(4)

1
Montrer que VP € E3!(a,b,c,d) € R* [ ;
1

Sujet 45
Questions de cours :
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— formes linéaires de méme noyau

Exercice 98

) -8 -—14
801‘5B—< 3 5 >

1. Chercher un polynéme annulateur de B

2. Calculer B™ pour n € N

Exercice 99
Dans R? jon définit v; = (1,1) et vo = (2,3) calculer la base duale de (vy,v2)

Sujet 46
Questions de cours :
— sous espaces stables par un endomorphisme de E

Exercice 100
Dans I'espace R¥ montrer que la famille (f,)nen+ est libre ot f,(z) = sh(nz)

Exercice 101
Dans R? Jon définit v; = (0,1,1);ve = (1,—1,2);v3 = (2,1, —1) calculer la base duale de
(v1,v2;503)

Sujet 47
Questions de cours : Théoreme du rang

Exercice 102

Soit E un espace de dimension finie n ,f et g deux endomorphismes de E tels que :
E =1Im(f)+ Im(g) = Ker(f) + Ker(g)

Montrer que ces sommes sont directes

Exercice 103
Soit E un espace de dimension finie n. Soit f € L(E) tel que Vg € GL(E)fog = gof
Supposons que f n’est pas une homothétie.

1. Montrer que (Ju € E)(u, f(u)) est libre qu’on complete en une base (u, f(u), es, ..., ;)

2. Soit g € L(F) tel que g(u) = u,g(f(u)) =u+ f(u),g(e;) = e; pour i =3,....,n
Montrer que g € GL(E)

3. Montrer que fog # gof et conclure

Sujet 48
Questions de cours :base anteduale

Exercice 104

E un R ev de dimension 3,(ej, €2, e3) une base de E et (e], €5, €3) sa base duale

1 = 2e] +e5+e3,p2 = —e] + 2e5, p3 = €] + 3e5 Montrer que (¢1, 2, 03) est une base de
E* et determiner sa base anteduale

Exercice 105

0 1 0
Soit A= 0 0 1 | e MsR)
1 -3 3

1. Montrer que A — I3 est nilpotente
2. Calculer A™ pour n € N
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Sujet 49
Questions de cours : deux formes linéaires de méme noyau

Exercice 106
Soit E un espace de dimension finie n,f un endomorphisme de E.On suppose qu’il existe xg
de E tel que B = (f(x0), f*(20), ..., f*(x0)) forme une base de E

1. Montrer que f est bijective
2. Montrer qu’il existe ag, ..., an—1 € K" tel que f* +ap_1f" '+ ...+ a1 f +aoldg =0

Exercice 107

1 1 r -1
0 ¢l ¢l .. c

Soit n € N*etsoit | : . C3 -+ CF | € Mpi1(R)
0 -« -~ 0 C»

Montrer que M est inversible et determiner M~

Réduction des endomorphismes

Sujet 50

Questions de cours :

— théoréme de decomposition des noyaux
— cas d’un polynéme annulateur

Exercice 108

Soit E un espace de dimension finie n, f € L£(F).On suppose qu’il existe zo de E tel que
B = (2o f(0), f2(x0), ..., f* *(z0)) soit libre dans E Montrer que tout endomorphisme de
E commutant avec f est un polynome en f

Exercice 109
Soit u € L(E) tel que u® = Idg Montrer que E = Ker(u — Idg) ® Ker(u? +u + Idg)

Sujet 51

Questions de cours :
— sous espaces stables

— Endomorphisme induit

Exercice 110
Soit E un Kev et € L(E) Montrer que f commute avec un projecteur de E si et seulement
si Ker(p) et Im(p) sont stables par f

Exercice 111
2 1 1

en utilisant le théoréme de Cayley Hamilton ,montrer que A = 2 3 4 est
-1 -1 =2
inversible et determiner son inverse

Sujet 52

Questions de cours :

— Polynéme minimal

— son existence en dim fini

Exercice 112
Soit M € M3(R),non nulle et telle que M3 = —M et u I'endomorphisme de F = R3
associé canoniquement a M
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1. Montrer que £ = Ker(u) ® Ker(u® + Idg)

00 O
2. En deduire que M est semblable a [ 0 0 —1
01 0

Exercice 113

) 11
So1tA—<0 1>

Determiner le polynéme minimal de A

Sujet 53
Questions de cours :
Théoréme de decomposition des noyaux

Exercice 114

1 111
. 2 2 2 2 . . .
Soit A = 3 3 3 3 determiner les valeurs propres de A ,est -elle diagonalisable
4 4 4 4

Exercice 115
Soit E un R ev de dimension 3 et f un endomorphisme de E tel que f* = f2. On suppose
que -1 et 1 sont des valeurs propres de f .Montrer que f est diagonalisable.

Sujet 54
Questions de cours :
conditions de diagonalisabilité

Exercice 116

1 -3 0
Soit A= -3 -2 1
0 1 1

1. Calculer x4
2. determiner le reste de la division euclienne de X™ par x4

3. En déduire A™

Exercice 117
Soit E un R ev et f un endomorphisme de E tel que f3 = 4f. Monter que la trace de f est
un entier pair.

Sujet 55
Questions de cours :
conditions de trigonalisibilité

Exercice 118
: (1 -1 , (20
So1tA—<2 4>etA—<03>
1. Montrer que A et A’ sont semblables

2. Determiner toutes les matrices commutant avec A
3. Résoudre I'équation X2 = A dans Mz (R)

Exercice 119
Soit E un R ev de dimension n et f un endomorphisme de E tel que f3 = f.Montrer que f
est diagonalisable
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Sujet 56
Questions de cours :
C.N.S de diagonalisation portant sur le polynéme caractéristique

Exercice 120

3 1 -1
Réduire la matrice A = 1 1 1
2 0 2

Exercice 121
Soit E un R ev de dimension 3 et f un endomorphisme de E tel que f* = f2. On suppose
que -1 et 1 sont des valeurs propres de f .Montrer que f est diagonalisable.

Sujet 57
Questions de cours :
C.N.S de trigonalisation portant sur le polynéme caractéristique

Exercice 122

Réduire M =

O~ O
S O =
— =

Exercice 123
Soit E un R ev et f un endomorphisme de E tel que f3 = 4f. Monter que la trace de f est
un entier pair.

Sujet 58
Questions de cours :
Théoréme de decomposition des noyaux-Théoréme de Cayley Hamilton

Exercice 124

3 -3 2
Réduire A = -1 5 =2
-1 3 0

Exercice 125
Soit E un R ev de dimension n et f un endomorphisme de E tel que f3 = f .Montrer que f
est diagonalisable

Sujet 59
Questions de cours :C.N.S de diagonalisation portant sur le polynéme caractéristique

Exercice 126
Soit f un endomorphisme de R? tel que :

Sp(f) = {2, =3}, Ex(f) = vect((1,2)) et E_3(f) = vect((1,1))

1. justifier que f est diagonalisable
2. justifier que f est un automorphisme de R?
3. Calculer la trace de f et le determinant de f
4. en déduire x
5. Calculer la matrice de f dans la base canonique de R?
Exercice 127
0 0 1
Montrer que A = e O est diagonalisable
o ~ /o
1 0 0
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Sujet 60
Questions de cours :C.N.S de trigonalisation portant sur le polynéme caractéristique

Exercice 128

ug = —2 Upt1 = duy, — 3v, — 3wy,
Determiner u,,, v, et w, définies par : v =1 et Upt1 = 3Up — 20, — 3wy,
wy =9 Wptl = Uy — Uy — 2wy,
Exercice 129
1 4 =2
Démontrer, en détaillant, que la matrice A = | 0 6 —3 | est semblable & la matrice
-1 4 0
3 00
T=1|10 2 1].Pour cela, on donnera une matrice de passage que 1’on notera P.
0 0 2
Sujet 61

Questions de cours :Théoréme de decomposition des noyaux -théoréme de Cayley Ha-
milton
Exercice 130 Matrices stochastiques

n
Soit A = (a;j) € My(R) telle que Vi,5 a;; € [0,1] et a;; =1
j=1
1. Montrer que 1 est une valeur propre

2. Soit A une valeur propre de A
(a) Montrer que |A| <1
(b) Montrer que 3¢ € [1,n||A —a;;| <1—a;;

Exercice 131

Resoudre dans M3(R) I'équation X2 = A =

<t 0 W
S = O
= o O
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algébre bilinéaire

Sujet 62

Questions de cours :

— Identités de polarisation et unicité de la f.b.s associé a une f.q
— Vecteur isotrope cone isotrope

Exercice 132
Rang et signature de la forme quadratique : ¢(z,y, z) = 322 + 3y + 322 — 20y — 222 — 2yz

Exercice 133 .

Soit E = R, [X] et ¢ l'application dans E par o(P) = [ P(t)P(—t)dt
-1
1. Montrer que ¢ est une forme quadratique
2. Montrer que E = P &1 T ot P est le sous espace des polynémes pairs et Z est le
sous espace des polyndémes impairs

3. determiner la signature de ¢

Sujet 63

Questions de cours :

— Noyau d’une f.q

— forme quadratique non dégénérée

Exercice 134
Rang et signature de la forme quadratique : ¢(z,y, z) = 2% + y? + 522 + 6y — 222 — 2yz

Exercice 135 .

Soit E = R, [X] et ¢ l'application dans E par o(P) = [ P(t)P(—t)dt
1

1. Montrer que ¢ est une forme quadratique

2. Montrer que E = P &1 T ot P est le sous espace des polynémes pairs et Z est le
sous espace des polyndémes impairs

3. determiner la signature de ¢

Sujet 64

Questions de cours :

— forme quadratique non dégénérée
— Inégalité de Cauchy Schwartz

Exercice 136
Rang et signature de la forme quadratique : q(z,y, z) = 22 + 2y% + 222 4 22y — 4oz — 6yz

Exercice 137 )

Soit E = R, [X] et ¢ l'application dans E par o(P) = [ P(t)P(—t)d¢t
1

1. Montrer que ¢ est une forme quadratique

2. Montrer que E = P &1 T ot P est le sous espace des polynémes pairs et Z est le
sous espace des polyndémes impairs

3. determiner la signature de ¢
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Sujet 65
Questions de cours :
énoncer et démontrer 1'inégalité de Cauchy Schwartz

Exercice 138

On pose q(A) = (tr(A))?
1. Montrer que q est une forme quadratique sur M,,(R)
2. Montrer que M,,(R) = Ker(tr) @+ R.1,

3. En déduire la signature de q

Exercice 139
Dans R* soit F le sev engendré par e; = (1,1,1,0) et ea = (1,1,0,1)

1. Déterminer dans la base canonique la matrice de pp

2. calculer d(u, F) si u € R?

Sujet 66
Questions de cours :
L’orthonormalisée de Schmidt

Exercice 140 )
Soit E = Ro[X] muni du produit scalaire < P | Q >= [ P(t)Q(t)dt.
-1

Determiner 'orthonormalisée de Schmidt de la base canonique de E

Exercice 141 .

n
Montrer que V(21, ...,z,) € R*(Y )2 <n Y 23)
k=1 k=1

Sujet 67
Questions de cours :
E un espace préhilbertien réel a quelle condition on a E = F @ F+ démontrer le

Exercice 142
Soit E un espace préhilbertien réel et (eq, e, ..., e,) n vecteurs unitaires de E tel que

n
Ve e Ellz|? = Y <ep |z >2
k=1

Montrer que (e, ea, ..., €,) est une b.o.n de E

Exercice 143
On pose q(A) = tr(*AA)

1. Montrer que q est une forme quadratique sur M, (R)

2. En déduire la signature de q
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Sujet 68
Questions de cours :représentation des formes linéaires dans un espace euclidien

Exercice 144
Soient F et G deux sev d’un espace euclidien E .Montrer que :
(F+G)t =FtnGret(FNG)*t = F+ + G+

Exercice 145 .
On munit E = R[X] du produit scalaire < P | Q >= [ P(¢)Q(t)dt
0

Soit ¢ la forme définie sur E par ¢(P) = P(0) .
Montrer qu’il n’existe pas de vecteur A de E tel que VP € Ep(P) =< A| P >

Sujet 69
Questions de cours : théoréme de projection

Exercice 146
E = R3[X] muni de son produit scalaire canonique ,
determiner d(X, Kery) ou ¢(P) = P(1)

Exercice 147

1. lapplication q : (z,y, 2) — zy + 2yz + yz est elle une forme quadratique sur R3?

1
2. Etablir que ¢(P) = [ P(t)P'(t)dt définit une forme quadratique sur R[X]
0

Sujet 70
Questions de cours :expression d’une réflexion

Exercice 148
Soit q I'application de E = Ry[X] dans R définie par ¢(P) = 2P(1)P'(1)

1. q est -elle une forme quadratique ? si oui dtm sa forme polaire
2. Determiner la matrice de Q dans la base (1, X, X?)

3. Determiner le noyau de q ,est-elle non dégénérée ?

Exercice 149
Dans R? ,déterminer la matrice de la projection orthogonale sur le plan d’équation :
r—2y+z2z=0

23



Sujet 71
Questions de cours :Theoreme spectral

Exercice 150
Soit n € N. On consideére ag, ay, ..., a, € R deux a deux distincts.Notons F = R,,[X]

n
1. Montrer que ¢(P, Q) = > P(ar)Q(ax) définit un produit scalaire sur E
k=0
2. Montrer que (Lo, ...L;,) est une b.o.n de E ou (Lg) polynéomes de Lagrange

Exercice 151

. . 1 . . .
Vérifier que la matrice < ; _Z 1 ) est symétrique est -elle diagonalisable (sur C) ? conclure

Sujet 72
Questions de cours :theoreme de projection

Exercice 152
Notons E = M, (R)
1. Montrer que ¢(4, B) = tr(* AB) définit un produit scalaire sur E

010
2. Montrer que (I3, B) est une famille orthogonale ou | 0 0 1
100

1 11
3. determiner le projeté orthogonal de A= | 0 0 0 | sur vect(l,B)
0 0 0

Exercice 153
Quelles sont les matrices orthogonales et triangulaires superieures

Sujet 73
Questions de cours : automorphisme orthogonal

Exercice 154

1
On considere E = R,,[X] muni du produit scalaire < P | Q >= [ P(t)Q(t)dt
1

1. Démontrer que f(P) = (1 — X2)P” — 2X P’ est symétrique
2. Determiner la matrice de F dans la base canonique de E.Est-elle symétrique ?

3. Determiner le spectre de f et en déduire que f est diagonalisable

Exercice 155
Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien tel que f2 =0

Montrer que Ker(f + f*) = Ker(f) N Ker(f*)
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Sujet 74
Questions de cours :Adjoint d’'un endomorphisme de E euclidien

Exercice 156

Soit E un espace euclidien et u € L(E) telle que uou* = u*ou
1. Montrer que u et u* ont méme noyau
2. Montrer que Sp(u) = Sp(u*)et que Ey(u) = E)(u*)

3. Montrer que les sous espaces propres de u sont orthogonaux deux & deux

Exercice 157

1. Montrer que < P | Q >= P(0)Q(0)+P(1)Q(1)+P(2)Q(2) définit un produit scalaire
sur Ry[X]

2. Calculer d(X?2,P) ot P = {aX +b/(a,b) € R?}

Sujet 75
Questions de cours :Theoreme de projection

Exercice 158

1. Montrer que ¢(4, B) = tr(*AB) définit un produit scalaire sur M, (R)
2. Montrer que M,(R) = S, (R) &+ A,(R)

1 2
3. Calculer d(A,S3(R))on A= 0 1
1 2

W N W

Exercice 159 .
Calculer min _ [(# — at? — bt — c)?dt
(a,b,c)eR3

Sujet 76
Questions de cours :Theoreme spectral

Exercice 160

1. Montrer que ¢(4, B) = tr(*AB) définit un produit scalaire sur M, (R)
2. Soit f’application define sur E par f(X) = AX — XA

(a) Montrer que f € L(FE)

(b) Determiner f*

Exercice 161
“+oo

On pose ¢(P,Q) = of Pt)Q(t)e tdt

1. Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur R[X]
2. Calculer < X? | X9 >

“+oo
3. Calculer min [ (#* —at —b)%e~dt
(a,b)€R? |
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