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I . 0نزود المجموعة,I ⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

=   :المعرف بما يلي  *بقانون الترآيب الداخلي ∞+

( ) ( )ln .ln
,  ; *

a b
a b I I a b e

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠
∀ ∈ × =  

  .Iتبادلي وتجميعي في *بين أن القانون. 1
  .يتم تحديده Iفي εيقبل عنصرا محايدا *بين أن القانون. 2

}بين أن  -أ. 3 }\ 1 ,*I⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

} (.     زمرة تبادلية  }\ 1I  هي المجموعةI 1محرومة من (  

⎤,1بين أن  - ب   ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣
}زمرة جزئية للزمرة ∞+ }\ 1 ,*I⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

  ) هو الضرب في   × (.    × بقانون الترآيب الداخلي  Iنزود. 4

  .×توزيعي بالنسبة للقانون *بين أن القانون -أ    

)بين أن  - ب   ), ,*I   .جسم تبادلي ×

II . نعتبر المصفوفة:     

1 1 2
1 1 2
2 2 0

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
= − −
− −

.  

  .3Aو  2Aأحسب . 1
  .لا تقبل مقلوبا Aاستنتج أن المصفوفة. 2
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)العقدي منسوب إلى معلم منعامد ممنظم ومباشر  المستوى ), ,O u v.  

3: دد العقدي حدد الجذرين المربعين للع -أ. 1 4i+.  

): المعادلة  حل في المجموعة - ب   ) 2:   4 10 7 0E z iz i− − − =.  

)حلي المعادلة  bو aليكن . 2 )E  حيث :( ) 0e aℜ   .على التوالي  bو aصورتي Bو  Aوالنقطتين  >

1b: تحقق أن  -أ     ia = −.  

  .Aاوي الساقين وقائم الزاوية في متس AOBاستنتج أن المثلث   -ب  
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2وزاويته Cبالدوران الذي مرآزه Bصورة النقطة Dولتكن  Aوتخالف النقطة cنقطة لحقها  Cلتكن. 3
π ولتكنL   

  .AOبالإزاحة التي متجهتها  Dصورة  النقطة     
  .Dلحق النقطة dالعدد العقدي cحدد بدلالة -أ   
  .Lلحق النقطة lالعدد العقدي cحدد بدلالة - ب  

cحدد الكتابة الجبرية للعدد العقدي  -جـ  
a c
−
−

l  ثم استنتج طبيعة المثلث ،ACL.  
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2: بحيث  mحدد الأعداد الصحيحة الطبيعية. 1 1 0 5m ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

+ ≡.  

3: عددا أوليا بحيث  pليكن. 2 4p k=   . عدد صحيح طبيعي kمع +

2: عددا صحيحا طبيعيا بحيث  nوليكن      1 0  n p⎡ ⎤
⎣ ⎦+ ≡.  

: تحقق أن  -أ   
1 2

2 1  
k

n p
+

⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠
≡ −.  

  .أوليان فيما بينهما  pو nبين أن - ب 

: استنتج أن  -جـ 
1 2

2 1  
k

n p
+

⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠
≡.  

2: يحقق nاستنتج مما سبق أنه لا يوجد عدد صحيح طبيعي -د    1 0  n p⎡ ⎤
⎣ ⎦+ ≡ .  
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I .نعتبر الدالة العدديةf 0المعرفة على المجال,⎡ ⎡
⎢ ⎢⎣ ⎣
): بما يلي  ∞+ ) 24 xf x xe )وليكن =− )C المنحنى الممثل للدالة 

  f  في المستوى المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم, ,O i j⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

  .∞+عند  fسب نهاية الدالةأح. 1

⎡,0على المجال fأدرس تغيرات الدالة. 2 ⎡
⎢ ⎢⎣ ⎣
  .ثم ضع جدول تغيراتها ∞+

)حدد معادلة نصف المماس للمنحنى. 3 )C م ثم أنشئفي أصل المعل( )C.  

=i  j   2 cm: نأخذ (     3ونقبل أن النقطة التي أفصولها =
)نقطة انعطاف للمنحنى 2 )C (  

)أحسب التكامل . 4 )
1

0
   a f x dx= )ثم استنتج بالسنتمتر المربع مساحة الحيز المستوي المحصور بين المنحنى ∫ )C   

1xمعادلته  ذيالومحوري المعلم والمستقيم      =.   
II .ليكنn 2عددا صحيحا طبيعيا لأآبر من أو يساوي.  

⎡,0المعرفة على المجال nfالدالة العددية نعتبر  ⎡
⎢ ⎢⎣ ⎣
): بما يلي  ∞+ ) 24 n x

nf x x e −=.  

):  بين أن -أ  . 1 ) 21  ; x xx e e− −∀ > <.  

  .∞+إلى  xعندما تؤول nfاستنتج نهاية الدالة  - ب    
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⎡,0على المجال nfأدرس تغيرات الدالة. 2 ⎡
⎢ ⎢⎣ ⎣
  .ثم ضع جدول تغيراتها ∞+

⎤0,1من المجال nuبين انه يوجد عدد حقيقي وحيد . 3 ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

): بحيث   ) 1n nf u =.  

): تحقق أن  -أ. 4 ) ( )12  ; n nnn f u u+∀ ≥ =.  

)المتتالية أنبين  - ب   ) 2n nu
≥

  .تزايدية قطعا ثم استنتج أنها متقاربة 

lim: نضع . 5 nn u→+∞=l.  

0: بين أن   -أ     1< ≤l.  

): بين أن  - ب   ) ( ) ( ) ( )ln 4 ln 412  ; ln nn un n n∀ ≥ − < < −.  

  .l=1: استنتج أن  -جـ  
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)        : بما يلي  *المعرفة على  Fالدالة العدديةنعتبر  )
2

2
1    

ln 1
x

x
F x dt

t⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
+∫.  

  .ديةرف Fأن الدالةبين . 1

⎤,0من المجال  xلكل . 2 ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣
)     : نضع  ∞+ ) 1 2

1    
ln 1

x
x dt

t
ϕ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
+∫.  

):  تحقق أن -أ      ) ( ) ( ) ( )0   ;  2x F x x xϕ ϕ∀ > = −.  

⎤,0قابلة للاشتقاق على المجال Fالدالة أنبين  - ب    ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣
)ثم احسب  ∞+ )F x′  0من اجلx >.  

⎤,0على المجالFاستنتج منحى تغيرات الدالة -جـ    ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣
+∞.  

): باستعمال مبرهنة التزايدات المنتهية، بين أن  -أ. 3 ) ( )
2

0  ,2  :  
ln 1

xx c x x F x
c

⎛ ⎞⎤ ⎡
⎜ ⎟⎥ ⎢⎦ ⎣ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∀ > ∃ ∈ =
+

.  

)    : أناستنتج  - ب   ) ( )
2 2

0  :  
ln 1 4 ln 1

x xx F x
x x⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∀ > < <
+ +

 

): ت حدد النهايا -جـ   )0
lim

x
F x+→

)و   )limx F x→+∞  و
( )limx

F x
x→+∞.  

1: تحقق أن  -د    1
2 2

e eF
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− 1و  <− 1F e e⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− < )، ثم استنتج أن المعادلة − )F x x=  تقبل  

⎤,0وحيدا في  حلا         ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣
+∞.  
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I . 0نزود المجموعة,I ⎤ ⎡

⎥ ⎢⎦ ⎣
=   : المعرف بما یلي  *بقانون الترآيب الداخلي  ∞+

( ) ( )ln .ln
,    ;    *

a b
a b I I a b e

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠∀ ∈ × =  

: لدینا . Iعنصرین من المجموعة bو  aكن يل .1
ln .ln ln .ln

* *
a b b a

a b e e b a
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = =.  

)   :إذن  ),      ;   * *a b I I a b b a∀ ∈ ×    .Iقانون تبادلي في *ومنه فإن ،=

 :لدینا . Iثلاثة عناصر من المجموعة cو bو aليكن 

 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

ln .ln

ln * .ln

ln .ln

ln .ln .ln

ln . ln .ln

  

                    

                    

                    

            

* *

a b

a b c

e c

a b c

a b c

a b c e

e

e

e

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

=

=

=

=

( )

( )

( ) ( )

ln .ln
ln .ln

ln .ln *

        

                    

  * * * *

b c
a e

a b c

e

e
a b c a b c

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

=
=

  

): إذن  ) ( ) ( )3, ,     ;      * * * *a b c I a b c a b c∀ ∈   .Iفي تجميعيقانون  *، وعليه فإن  =

  .Iفي تبادلي و تجميعيقانون  * :خلاصة 
;   : بحيث  Iمن المجموعة  εنبحث عن عنصر  .2    *a I a aε∀ ∈  :لدینا . =

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

ln a .ln    ;   *           ;   e
                                        ;   ln a .ln ln
                                     ln 1
                                     

a I a a a I a
a I a

e

εε
ε

ε
ε

∀ ∈ = ⇔ ∀ ∈ =
⇔ ∀ ∈ =
⇔ =
⇔ =

  

eو  Iقانون تبادلي في  *وبما أن  I∈  یقبل عنصرا محایدا  *، فإن القانونeε   .Iفي =
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 : لدینا   -أ .3

 { }\ 1 0,1 1,   I ⎤ ⎡ ⎤ ⎡
⎥ ⎢ ⎥ ⎢⎦ ⎣ ⎦ ⎣

= +∞ ≠ ∅∪. 

}عنصرين من  bو  aليكن   }\ 1I .قانون ترآيب داخلي في  * لدیناI  إذن ، : *a b I∈  وبما أن     

                         

( )

( ) ( )
( ) ( )

ln .ln
      

                       

* 1 1
                ln .ln 0

                ln ln  أو  0 0

1        1

a b
a b e

a b

a b

a أو b

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠= ⇔ =

⇔ =

⇔ = =

⇔ = =

  

): فإن  ) { } { } { }, \ 1 \ 1     ;    *   \ 1a b I I a b I⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∀ ∈ ×  قانون ترآيب داخلي في * ، ومنه فإن∋

{ }\ 1I. 

} قانون ترآيب داخلي في *بما أن   }\ 1I  و{ }\ 1I I⊂  قانون تبادلي وتجميعي في *وI  قانون تبادلي  *، فإن

} وتجميعي في }\ 1I. 

)هو العنصر المحاید في  eلدینا   ),*I  و{ }\ 1e I∈ .إذنe هو العنصر المحاید في{ }\ 1 ,*I⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

}ليكن   }\ 1a I∈ .نبحث عن{ }\ 1b I∈  بحيث*a b e=.  لدينا: 

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

ln .ln

1
ln

    

*       
                  ln .ln 1

1                  ln      a > 0  و  a لأن : 1  ln

*    

a b

a

a b e e e
a b

b a

a b e b e

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ⇔ =
⇔ =

⇔ = ≠

= ⇔ =

  

): ولدینا  ) { }
1

ln  \ 1ae I∈.  

}قانون تبادلي في * وبما أن }\ 1 ,*I⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

)، فإن  )
1

ln ab e= هو مماثل آل عنصرa  من{ }\ 1I في{ }\ 1 ,*I⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

}  :خلاصة  }\ 1 ,*I⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  .زمرة تبادلية 

  :لدینا  - ب

 1,⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

+∞ ≠ }و  ∅ }1, \ 1I⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

+∞ ⊂. 

⎤,1عنصرين من  bو  aليكن   ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

}  في  bمماثل ′b، وليكن ∞+ }\ 1 ,*I⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 :لدینا . 
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( )
( ) ( )

1
ln

ln .ln ln1 1ln .
ln ln ln

* *

b
a e aa

b b b
a b a e e e e

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = = 1a: وبما أن . ′= 1bو  <   :، فإن  <

( )ln 0a )و  < )ln 0b : ،  إذن <
( )
( )

ln 0
ln

a
b

: ،وعليه فإن  <

( )ln
ln

1

a
b

e
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ *أي  < 1a b >′.  

): وبالتالي فإن  ), 1, 1,   ;  * 1,a b a b⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡
⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣

∀ ∈ +∞ × +∞ ∈   في  bمماثل ′b، حيث ′∞+

{ }\ 1 ,*I⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

,1 :خلاصة  ,*⎛ ⎞⎤ ⎡
⎜ ⎟⎥ ⎢⎦ ⎣⎝ ⎠

} زمرة جزئية للزمرة ∞+ }\ 1 ,*I⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

  ) هو الضرب في  ×.    ( ×بقانون الترآيب الداخلي Iنزود .4
 :لدینا . Iثلاثة عناصر من المجموعة  cو bو aليكن -أ

  

    

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

ln .ln

ln . ln ln

ln .ln ln .ln

ln .ln ln .ln

*   

               

               

               
*  * *

a b c

a b c

a b a c

a b a c

a b c e

e

e

e e
a b c a b a c

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

×

+

+

× =

=

=

= ×
× = ×

   

):  إذن      ) ( ) ( ) ( )3, ,   ;   * * *a b c I a b c a b a c∀ ∈ × = ×.  

 .Iفي ×لقانونبالنسبة لقانون توزیعي  *وبالتالي فإن ،  Iقانونين تبادليين في ×و  *ولدینا      

): نعلم أن  - ب ), ,+ ⎛,*: إذن . جسم تبادلي  × ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  : بما أن . زمرة تبادلية ×

 I I*و  ∅≠ ⊂. 

1 :لدينا  Iمن bو aلكل  0aa b b
−× = 1: ، إذن  < aa b Ib

−× = ∈.  

)فإن  ),I ⎛,*زمرة جزئية للزمرة  × ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

)إذن . × ),I   .1زمرة تبادلية عنصرها المحاید ×

  : ولدینا                  

 { }\ 1 ,*I⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 .زمرة تبادلية 

 .Iفي ×قانون توزیعي بالنسبة للقانون * 

) :خلاصة                   ), ,*I   .جسم تبادلي ×
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II . نعتبر المصفوفة :

1 1 2
1 1 2
2 2 0

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
= − −

− −
 .  

2: لدینا  .1
4 4 0
4 4 0

0 0 0
A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − 3و  −
0 0 0
0 0 0
0 0 0

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=. 

1Aتقبل مقلوبا  Aنفترض أن المصفوفة  .2 )في  − )3M .تجميعي في ×:  لدینا( )3M  . إذن:  

3 1 3

2 1 3 1 2 2 2

1 2

1 2 1        

لأن :                   

              

لأن :               

A O A A O

A O A A A A A I A A

A A O

A O A A A A A I A A

−

− −

−

− −

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

= ⇒ × =

⇒ = × = × × = × =

⇒ × =

⇒ = × = × × = × =

 

Aوهذا یتناقض مع آون  O≠ . إذنA  1لا تقبل مقلوباA )في  − )3M.  

<êÞ^nÖ]<àè†ÛjÖ]V< <
)المستوى العقدي منسوب إلى معلم متعامد ممنظم ومباشر ), ,O u v.  

): لدینا  -أ .1 )22 23 4 4 2 2 1 2 2 2 2i i i i i+ = + × × − = + × × + = + .  

3الجذرین المربعين للعدد العقدي   :إذن      4i+  2هما i+   2و i− −. 
)المعادلة  نعتبر في المجموعة  - ب ) 2:   4 10 7 0E z iz i− − − )لمعادلة المختصر ل مميزال′∆نحسب . = )E:  

     ( ) ( ) ( )2 22   5 4 7 3 4 2 0b ac i i i i∆ = − = − − − − = + = +′ ′ 2إذن . ≠ iσ =   جذر مربع ل  +

)ومنه فإن للمعادلة ′∆     )E  حلين مختلفين هما:  

 5 2 1 3
4 2 2

b i iz ia
σ− + + +′= = = 5أو       + 2 1

4 2
b i iz ia

σ− − − −′= = = − +  

)وبالتالي فإن مجموعة حلول المعادلة    )E  1: هي 3 1   ,   2 2 2S i i
⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

= + − +.  

)حلي المعادلة  bو aليكن .2 )E  حيث :( ) 0e aℜ 1: إذن . >
2a i= − 1و  + 3

2 2b i= على  Bو  Aلتكن . +

 .في المستوى العقدي bو aالتوالي صورتي

: لدینا   - أ
( )( )

( )( )
1 3 1 3 1 22 2 11 1 2 1 2

2

i i ib ia i ii

+ + − −
= = = −

− + − −− +
 . 
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1b: لدینا   -  ب ia = 2ib: إذن  . − a i ea
π−− = − = .  

1     و   : ومنه فإن  arg 22
b a b a

a a
π π

⎛ ⎞
⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎜ ⎟

⎝ ⎠

− −= ≡ −.  

,     و   : أي  22AB OA OA AB π π⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠
= ≡ −.  

  . Aمثلث متساوي الساقين وقائم الزاویة في AOBومنه نستنتج أن 

,بالدوران Bصورة النقطة Dولتكن Aوتخالف النقطة  cنقطة لحقها Cلتكن .3 2R C π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2وزاویته Cالذي مرآزه 
π 

 .AOالتي متجهتها  AOtبالإزاحة Dصورة النقطة Lولتكن

): لدینا  -أ ), 2R C B Dπ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  .  

):     إذن     )2 2 1 31 12 2
3 11 2 2

i id e b e c i i i c i c i
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

= + − = + + − = − − +.  

): لدینا  - ب )AOt D L= .  

): إذن      ) ( ) ( )3 1 1 10 1 1 12 2 2 2l d a i c i i i c i= + − = − − + + − = − − −.  

l: نعلم أن  -جـ d a= )و  − )d c i b c− = )و   − )1b i a=   :إذن . −

     
( ) ( )1i b c a i i a ic al c d a c d c a ib ic a ia c a c a c a c a c a c

− − − − −− − − − − − −= = = = = =− − − − − −  

:   أو       
( )

11 11 1 1 22 2
1 1 1
2 2 2

i i ci c i c ic il c ia c i c i c i c

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
− + −− − − − − − −− = = = =− − + − − + − − + −

.  

1   و   : إذن       arg 22
l c l c
a c a c

π π
⎛ ⎞

⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −= ≡− arg   و   أي  − , 22CL CA CA CL π π⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠
= ≡  

  .Cمثلث متساوي الساقين وقائم الزاویة في ACLوبالتالي فإن      
 

< <
< <
< <
< <
< <
< <
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^nÖ]<àè†ÛjÖ]oÖ<V< <
    : ، لدینا  5/في المجموعة  .1

  
  
  

                                      :إذن 

( )
( )

22         

 أو    

1 0 5 1 0   /5 ي      ف

m=3          /5    أو   2=                    ي    ف   

                   2 5 m 3 5

m m

m

m

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ ≡ ⇔ + =

⇔

⇔ ≡ ≡

  

3: أوليا بحيث صحيحا عددا  pليكن  .2 4p k= : عددا صحيحا طبيعيا بحي  nعدد صحيح طبيعي، وليكن  kمع  +
2 1 0n p⎡ ⎤

⎣ ⎦+ ≡. 

  :لدینا  -أ

                              ( )

2 2

1 2 1 22

1 2
2

  

  

1 0 1

                     1

                   1

k k

k

n p n p

n p

n p

+ +

+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠

+ ≡ ⇒ ≡ −

⇒ ≡ −

⇒ ≡ −

  

  

بما أن  - ب
1 2

2 1
k

n p
+

⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠
≡ : ، فإن −

1 2
2        / 1

k
u n up

+
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∃ ∈ = −   : أي . +

    2 4        / 1ku up n +∃ ∈ − 1n: ومنه فإن ، حسب مبرهنة بوزو ، لدینا . = p∧ = .  

1nو  أوليصحيح عدد  pبما أن  -جـ p∧ 1: ، فإنه ، حسب مبرهنة فيرما ، لدینا  = 1pn p− ⎡ ⎤
⎣    :وبما أن . ≡⎦

    3 4p k= 2: فإن   ،+ 4 1kn p+ ⎡ ⎤
⎣ : أي .  ≡⎦

1 2
2 1

k
n p

+
⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠

≡.  

2 : یحقق   nنفترض أنه یوجد عدد صحيح طبيعي -د 1 0n p⎡ ⎤
⎣ ⎦+ ≡.  

: لدینا     
1 2

2 1
k

n p
+

⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠
≡ و  −

1 2
2 1

k
n p

+
⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠

1: إذن .  ≡ 1 p⎡ ⎤
⎣ ⎦≡ /: أي . − 2p أن، وبما p  2و      

2pعددان صحيحان أوليان فإن      2: إذن . = 3 4k= 4: أي . + 1k = k(  .وهذا تناقض. − ∈ ( ....  

2:  یحقق   nوبالتالي لا یوجد عدد صحيح طبيعي     1 0n p⎡ ⎤
⎣ ⎦+ ≡. 

<Äe]†Ö]<àè†ÛjÖ]V< <
I .نعتبر الدالة العددیةf 0المعرفة على المجال,⎡ ⎡

⎢ ⎢⎣ ⎣
): بما یلي  ∞+ ) 24 xf x xe )، وليكن=− )C المنحنى الممثل للدالةf في   

,المستوى المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم  ,O i j⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

i 2      : ، حيث  j cm= =.  

): لدینا . 1 ) 2 224lim lim 4 lim 0x x
x x xf x xe x ex

− −
→+∞ →+∞ →+∞= = 4lim: لأن . = 0x x→+∞   و یوضع  =

    2t x= xt  : ، نجد أن  − →+∞→ : وان   ∞−
22lim lim 0x t

x t
x e te−

→+∞ →−∞
= − =.  

4 3 2 1  0 m 
1  4 4 1  0 2m 
2 0 0 2 1  2 1m + 
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x,0ليكن . 2 ⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

∈   : لدینا . ∞+

( ) 2 2 2 22 24 4 4 1 2x x x xf x xe e x x e x e− − − −
⎛ ⎞

⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

′ ′
= = + − = −′.  

)إشارة     )f x′ 0على المجال,⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

21هي إشارة  ∞+ 2x− .0لكل وx 2: لدينا ،  < 21 2 0  2x x− = ⇔   ومنه ، =

  :+على  fنستنتج جدول  تغيرات الدالة    

  
  

): لدینا . 3 )0 4df )إذن معادلة نصف المماس للمنحنى. ′= )C  في أصل المعلم هي:  

      ( )( ) ( )0 0 0
0

dy f x f
x

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

= − +′
≥

:     أي .   
4
0

y x
x

⎧⎪
⎨
⎪⎩

=
≥

.  

)إنشاء المنحنى      )C.    

  

): لدینا . 4 ) 2 2 2
11 1 1 1

0 0 0 0
4 2 2 2 2 1x x xa f x dx xe dx xe dx e e− − − −⎡ ⎤ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦
= = = − − = − = −∫ ∫ ∫.  

)مساحة الحيز المستوي المحصور بين المنحنى     )C 1ومحوري المعلم والمستقيم الذي معادلتهx   : هي  =
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    ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 2 2
0 0

2 1 . . 8 1 5,056964470A f x dx f x dx e u a e cm cm− −= = = − = − ≈∫ ∫  

II .ليكنn  نعتبر الدالة العددیة.  2عددا صحيحا طبيعيا أآبر من أو  یساويnf 0المعرفة على المجال,⎡ ⎡
⎢ ⎢⎣ ⎣

  : بما یلي  ∞+

( ) 24 n x
nf x x e−=.  

1xليكن -أ .1  :لدینا .  <
22 21 x xx x x x x e e− −> ⇒ > ⇒ − < − ⇒ < . 

)                           :    إذن      ) 21   ; x xx e e− −∀ > <.  

1xليكن - ب : لدینا . <
2 20 0 4 4x x n x n xe e x e x e− − − −< < ⇒ < <.  

) : إذن        ) ( )1   ; 0< 4 n xx f x x e −∀ > 1tبوضع .  > xn= :  لدینا ، −
x +

t   
→ ∞
→   و       ∞−

     ( )
1

lim 4 lim 4 lim 4  0
n

nxn x tn
x x t

x e xe n te−−
→+∞ →+∞ →−∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= = − lim: ، لأن = 0t
t

te
→−∞

=.  

lim: ولدینا        0 0x →+∞ ): إذن ، حسب قوانين الترتيب والنهایات ، لدینا . = )lim 0x f x→+∞ =.  

x,0ليكن  .2 ⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

∈ : لدینا . ∞+

( ) ( )2 2 2 21 1 24 4 2 4 2n x n x n x n x
nf x x e nx e x x e x n x e− − − − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

′
= = + − = −′. 

)ومنه فإن إشارة  )nf x′ 0، على,⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

22n، هي إشارة  ∞+ x− .  

  

2nنعلم أن  .3 12إذن . ≤
n ⎤0,1متصلة وتزایدیة قطعا على المجال  nf: لدينا . ≤ ⎡

⎥ ⎢⎦ ⎣
⎤0,1تقابل من المجال nf: إذن .  ⎡

⎥ ⎢⎦ ⎣
 

)نحو المجال  ) ( ) 40,1 0 , 1 0,n n n nJ f f f e
⎤ ⎡⎛ ⎞ ⎤ ⎡⎤ ⎡ ⎥ ⎢⎜ ⎟ ⎥ ⎢⎥ ⎢⎦ ⎣ ⎥ ⎢⎦ ⎣⎝ ⎠ ⎦ ⎣

= = 1وبما أن  . = nJ∈  فإن ، : 

( )! 0,1    /    1n n nu f u⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

∃ ∈ =. 

2nليكن  -أ .4 ): لدینا . ≤ ) 2 2 11 4 1 4
n n

n
n

u un
n n nf u u e e u

− −= ⇒ = ⇒ = . 

)    : إذن      ) 21 1
1

14 4 4
nun n

n n n nnn n
f u u e u uu

−+ +
+ = = =  
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2nليكن  - ب         ): نعلم أن . ≤ )1 n nnf u u+ )و  = )1 1nn nf u u+ 0,1nuو =+ ⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

  متصلة وتزایدیة  nf :ولدینا . ∋

⎤0,1قطعا على المجال                ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

⎤0,1تقابل من المجال nf: إذن .  ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

nJ,40نحو المجال   e
⎤ ⎡
⎥ ⎢
⎥ ⎢⎦ ⎣

1:  ومنه. =
nf   تزایدیة قطعا على  −

  :وبناء عليه فإن . nJالمجال              

                                       

( ) ( )
( )( ) ( )

1 1 1

1 1
1 1 1 1

1

        

                    

                     
1

1n nn n n

n n n n

n n

nn

u f u f u

f u
u u

f uf f
+ + +

− −
+ + + +

+

⎛ ⎞⎜ ⎟
⎝ ⎠+

< ⇒ <

⇒ <
⇒ <

  

)ن إوبالتالي ف        ) 2n nu
≥

  .، فإنها متقاربة 1متتالية تزایدیة قطعا، وبما أنها مكبورة بالعدد  

lim: نضع  .5 nnl u→+∞=. 

): نعلم أن  -أ ) 2n nu
≥

0,1nn ; 2متتالية تزایدیة قطعا و  u ⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

∀ ≥ 1nn ; 22: إذن .  ∋ u u∀ ≥ < <.  

2: إذن     1lu ≤ 2:  أنوبما . ≥ 0,1u ⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

0: ، فإن  ∋ 1l< ≤.  

2nيكن ل - ب 0,1nu: نعلم أن . ≤ ⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

و   ∋
24 nun

nu e= . إذن :  

                                                                        ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

ln 4

0 1       0 1

                     1
                     1 4
                     0 ln 4 1

                     0 ln 4 ln 1

ln 4 1                     ln

n

n

n
u

n
n

n
n

n

n

u u
e e
u e

u

n u

un n n

< < ⇒ < <

⇒ < <
⇒ < <
⇒ < <

⇒ < + <

⇒ − < < −

  

: لدینا   -جـ         
( ) ( ) ( )

    
ln 4ln 4 1; ln2 nun n nn − < < −∀ ≥.  

:  بما أن                
( )ln 4

0limn n→+∞− و  =
( )ln 41 0limn n n→+∞ −     :، فإنه ، حسب قانون الدرك ، لدينا  =

              ( )lim ln 0nn u→+∞ ): ، فإن  0متصلة في  exp، وحيث أن الدالة = )ln 0lim lim e 1nu
nn nu e→+∞ →+∞= = =.  

1l : وبالتالي فإن                 =.  

<‹Ú^¤]<àè†ÛjÖ]V< <
):  بما یلي  *المعرفة على  Fنعتبر الدالة العددیة )

2

2
1

ln 1
x

x
F x dt

t⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=
+∫.  

*: لدینا  .1
FD F ;:  إذن . = Fx D x D∀ ∈ − ∈. 

x*ليكن  tنضع . ∋ u= t:  لدینا . − x u x= − ⇔ 2و    = 2t x u x= − ⇔ dt و = du= −.  
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: باستعمال تقنية المكاملة بتغيير المتغير ، لدینا 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2
1 1 1

ln 1 ln 1 ln 1
x x x

x x x
F x dt du du F x

t u u
−

− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− = − = − = −
+ + +

=∫ ∫ ∫  

  .دالة فردیة F: إذن 

): نضع  .2 ) 1 2
10,  ; 

ln 1
x

x x dt
t

ϕ⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣ ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∀ ∈ +∞ =
+∫ .ϕ  هي الدالة الأصلية للدالة

2
1

ln 1
t

t⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+
على  

⎤,0المجال ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

حيث أن (  1والتي تنعدم في ∞+
2

1
ln 1

t
t⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

+
⎤,0دالة متصلة على المجال  ⎡

⎥ ⎢⎦ ⎣
+∞ ( . 

0xليكن  -أ   : لدینا . <

                                 

( ) ( )

( )

2

1 12 2

2 1

1 2 2

2

2

1 12   
ln 1 ln 1

1 1                       
ln 1 ln 1

1                       
ln 1

                       

x x

x

x

x

x

x x dt dt
t t

dt dt
t t

dt
t

F x

ϕ ϕ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− = −
+ +

= +
+ +

=
+

=

∫ ∫

∫ ∫

∫

  

2xو  ϕ: لدینا  - ب x 0دالتين قابلتين للاشتقاق على المجال,⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

2 ; 0و ∞+ 0x x∀ > : ، إذن  <

( )2x xϕ 0دالة قابلة للاشتقاق على المجال,⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

⎤,0دالة قابلة للاشتقاق على المجال F: ، ومنه فإن ∞+ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

+∞.  

0xليكن   : لدینا . <

              ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 12 2 2
ln 1 4 ln 1

F x x x x x
x x

ϕ ϕ ϕ ϕ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

′
= − = − = −′ ′ ′

+ +
.  

0xليكن -جـ ):    لدینا  < ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

22 2

2 22 2

ln 1 ln 1 4

ln 1 4 .ln 1
2 1

ln 1 4 ln 1

x x

x xx x
F x

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ − +

+ +
−

+ +
=′ =.  

        :  و لدینا  
( )
( )

22

2 2

ln 1 01 10
1 4 1 ln 1 4 0

xxx
x x

⎧
⎧ ⎪⎪ ⎪
⎨ ⎨
⎪ ⎪⎩ ⎪⎩

+ >+ >> ⇒ ⇒
+ > + >

  ،  

): و بما أن   ) ( ) ( )2
2 2 2 2 21 1 4 2 2 2x x x x x x x⎛ ⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

+ − + = − = +   : ، فإن −
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( )

2
2 2

2
2 2

2
2 2

2 1 1 4

            ln 1 ln 1 4

           ln 1 ln 1 4 0

            0

x x x

x x

x x

F x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎝ ⎠

> ⇒ + > +

⇒ + > +

⇒ + − + >

⇒ >′
  

( )

2
2 2

2
2 2

2
2 2

0 2 1 1 4

               ln 1 ln 1 4

               ln 1 ln 1 4 0

               0

x x x

x x

x x

F x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎝ ⎠

< < ⇒ + < +

⇒ + < +

⇒ + − + <

⇒ <′
  

⎡,2تزایدیة قطعا على  F: وبالتالي فإن  ⎡
⎢ ⎢⎣ ⎣

,0وتناقصية قطعا على المجال ∞+ 2⎤ ⎤
⎥ ⎥⎦ ⎦

.  

0xليكن  -أ .3 2x,دالة متصلة على المجال ϕ: لدینا .  < x⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

2x,وقابلة للاشتقاق على المجال   x⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

حسب مبرهنة .  

: التزایدات المنتهية ، لدینا 
( ) ( )

( )
2

,2    /    2
x x

c x x cx x
ϕ ϕ

ϕ⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

−
∃ ∈ = ′− . 

        : أي 
( )

2
1,2    /    

ln 1
F xc x x x c

⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣ ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∃ ∈ =
+

  .  

):               وبالتالي فإن   )
2

        0 ; ,2    /    
ln 1

F x xx c x x
c

⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣ ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∀ > ∃ ∈ =
+

  

0xليكن  -  ب ): لدینا .  < )
2

,2    /    
ln 1

F x xc x x
c

⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣ ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∃ ∈ =
+

 :إذن . 

                         

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

0 2    1 1 1 1 4
                         0 ln 1 ln 1 ln 1 4

1 1 1                         
ln 1 4 ln 1 ln 1

                       
ln 1 4

x c x x c x
x c x

x c x
x

x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜
⎝

< < < ⇒ < + < + < +
⇒ < + < + < +

⇒ < <
+ + +

⇒
+ 2 2ln 1 ln 1

x x
c x⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

< <
+ +

  

):                                                    إذن   )
2 2

    >0 ;  
ln 1 4 ln 1

x xF x
x x

x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

< <
+ +

∀.  

)      :نعلم أن  -جـ )
2 2

    >0 ;  
ln 1 4 ln 1

x xF x
x x

x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

< <
+ +

∀ .  
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      :  بما أن                
0 0

2

2 2
lim lim 1 4

4ln 1 4 ln 1 4x x
x x

xx x+ +→ →⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ +
= = +∞  ،  

:   لأن               
( ) ( )

2

20 0
4lim lim

ln 1ln 1 4
1

x u
x

ux
u

+ +→ →
= =

++
24uحيث     x=   و

+x 0
 0u +

→
→  ،  

)        : فإن    )0
lim
x

F x
+→

= +∞  .  

  :  وبما أن    

                                                

( )

( )
( )

2
2

2

2

  

                                      

  

lim lim

lim

lim

1ln 1 4 2ln ln 4

1
ln 1 12 ln 4ln

ln 1 4

x x

x

x

x x
x x

x
x
x

x x
x

x

→+∞ →+∞

→+∞

→+∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟+
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

=

= +∞

+ +

+

+

    

:  لأن 
( )

lim lnx
x
x→+∞

= ): ، فإن  ∞+ )limx F x
→+∞

= +∞  .  

  : لدینا 
( )

2 2
        1 1>0 ;  

ln 1 4 ln 1
F x

xx x
x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

< <
+ +

∀ .  

: وبما أن 
2

1lim = 0
ln 1 4x x→+∞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

+
و  

2
 1lim = 0
ln 1x x→+∞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

+
2lim: لأن   ln 1 4 = +x x→+∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ و  ∞

2lim ln 1 = +x x→+∞
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+  :       فإن ، ∞
( )

 lim = 0x
F x

x→+∞.  

): نعلم أن  -د )
2 2

    >0 ;  
ln 1 4 ln 1

x xF x
x x

x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

< <
+ +

∀  . 

  :إذن     
2

   

1
1 1 12    2 2 2

1ln 1 4 2

e
e e eF F

e

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞

⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

−
− − −> ⇒ >

−+

    .   

  

       و   
2

    11   1 1
ln 1 1

eF e F e e
e

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

−− < ⇒ − < −
+ −

   

.  
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): نضع  ) ( )0,  ; x x F x xψ⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

∀ ∈ +∞ = −.  

,0تناقصية قطعا على المجالدالة   Fلدینا  2⎤ ⎤
⎥ ⎥⎦ ⎦

): إذن .  ) ( )0, 2  ; 1 0x x F xψ⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

∀ ∈ = − <′ ′.  

,0متصلة وتناقصية قطعا على المجال  ψوبما أن 2⎤ ⎤
⎥ ⎥⎦ ⎦

,0من المجال   تقابل ψفإن،   2⎤ ⎤
⎥ ⎥⎦ ⎦

نحو المجال  

( )0
0, 2 2 , lim 2 ,

x
K xψ ψ ψ ψ

+→

⎛ ⎞ ⎡ ⎡ ⎡ ⎡⎤ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎢ ⎢ ⎢ ⎢⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎥ ⎥⎜ ⎟⎦ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎢ ⎢ ⎢⎝ ⎠ ⎣ ⎣ ⎣ ⎣

= = = : ولدینا . ∞+
( )
22

ln 3
F ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

، وحيث >

):أن  ) ( ) ( )
1 23 ln 3 1 1 2

ln 3 ln 3
e> ⇒ > ⇒ < ⇒ 2: ، فإن > 2F ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

2: أي . > 0ψ ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

<.  

0: إذن  K∈ ومنه فإن المعادلة ،( ) 0xψ )أي،  = )F x x=  ، 0وحيدا في المجالتقبل حلا, 2⎤ ⎤
⎥ ⎥⎦ ⎦

 .  

1: وبما أن   1
2 2

e eF
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− 1و  <− 1F e e⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− < 1، فإن− 02
eψ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− 1و < 0eψ ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− <

 

 .

1: ولدینا  0, 22
e ⎤ ⎤

⎥ ⎥⎦ ⎦

− 1و  ∋ 0, 2e ⎤ ⎤
⎥ ⎥⎦ ⎦

− ∈ .  

1: إذن  1   02
e eψ ψ

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠

⎝ ⎠

− × − < .  

,1دالة متصلة وتناقصية قطعا على المجال  ψ نعلم أنو 12
e e

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

− ,1: ، لأن − 1 0, 22
e e

⎡ ⎤ ⎤ ⎤⎢ ⎥ ⎥ ⎥⎦ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

− − ⊂.  

)، فإن المعادلة .T.V.Iحسب مبرهنة القيم الوسيطية  ) 0xψ )أي،  = )F x x=  ، تقبل حلا وحيدا في المجال

1, 12
e e

⎤ ⎡
⎥ ⎢
⎥ ⎢
⎦ ⎣

− −.  

⎤,2دالة تزایدیة قطعا على المجال  F: ولدینا  ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

+∞ .  

2            :إذن  2 22, 2 1 3 1 ln 1 1x x x x e x⎤ ⎡ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎥ ⎢ ⎝ ⎠⎦ ⎣

∈ +∞ ⇒ > ⇒ + > ⇒ + > ⇒ + >  

                                                       
2 2

1 1
ln 1 ln 1

x x
x x⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⇒ < ⇒ <
+ +

  

): ونعلم أن  )
2ln 1

xF x
x⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

<
+

): ومنه فإن .   )F x x< .وعليه فإن المعادلة( )F x x=  لا تقبل حلا في المجال

2,⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

+∞.  

)المعادلة      :خلاصة  )F x x=  0تقبل حلا وحيدا في المجال,⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

+∞.    

 انتهى                                                    
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⎤,0على المجال  Fجدول تغيرات الدالة  ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

+∞:  

  
  : *على  Fإنشاء منحنى الدالة

( )FC اتجاهه محور الأفاصيل ∞+یقبل فرعا شلجميا بجوار :( )limx F x
→+∞

= و  ∞+
( )

 lim = 0x
F x

x→+∞    

F  دالة فردیة ومنه فإن منحناها( )FC متماثل بالنسبة لأصل المعلم.  
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> with(plots): 
Warning, the name changecoords has been redefined 
 
> F:=x->int(1/ln(1+t^2),t=x..2*x); 

 

> plot(F(x),x=-10..10,y=-8..8); 

 
  

> with(linalg): 
Warning, the protected names norm and trace have been redefined and unprotected 
 
> A:=matrix(3,3,[1,1,-2,-1,-1,2,-2,-2,0]); 

 

> A||2:=evalm(A^2); 

 

> A||3:=evalm(A^3); 

 

A^3=O, donc A n'est pas inversible dans M3(IR)  
Le déterminant de la matrice A est nul , ce qui justifie encore que la matrice A n'est pas inversible: 
> det(A); 

 

 := F  → x d
⌠

⌡

⎮⎮⎮⎮
x

2 x

1
( )ln  + 1 t2 t

 := A
⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢⎢

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥⎥

1 1 -2
-1 -1 2
-2 -2 0

 := A2
⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢⎢

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥⎥

4 4 0
-4 -4 0
0 0 0

 := A3
⎡

⎣

⎢⎢⎢⎢⎢

⎤

⎦

⎥⎥⎥⎥⎥

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0
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> eq:=4*z^2-10*I*z-7-I=0; 
 

Résolution de l'équation eq dans l'ensemble des nombres complexes : 
> solve(eq,z); 

 

> S:={solve(eq,z)}; 

 

Liste des racines de l'équation eq: 
> L:=[solve(eq,z)]; 

 

> a:=L[2]; 

 

> b:=L[1]; 

 

> b/a; 
 

Forme trigonomètrique de (b-a)/a: 
> polar((b-a)/a); 

 

Donc AOB est un triangle isocèle et  rectangle au point A. 
Calcul de d et l en fonction de c: 
> d:=exp(I*Pi/2)*c+(1-exp(I*Pi/2))*b; 

 

> l:=d-a; 

 

 
 
 
 
 
 
 

  
  
  
  
  
  
  
 

 := eq  =  −  − 4 z2 10 I z  − 7 I 0

, + 
1
2

3
2 I  + 

-1
2 I

 := S { }, + 
1
2

3
2 I  + 

-1
2 I

 := L , + 
1
2

3
2 I  + 

-1
2 I

 := a  + 
-1
2 I

 := b  + 
1
2

3
2 I

 − 1 I

⎛
⎝
⎜⎜

⎞
⎠
⎟⎟polar ,1 −

1
2 π

:= d  + I c  + 2 I

 := l  + I c 5
2
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