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Série 18 : Déterminants et Groupe Symétrique

Exercice 1.

1. Montrer que Sn est engendré par les :

(a) les transpositions (1, i) 2 ≤ i ≤ n
(b) les transpositions (i, i+ 1) 1 ≤ i ≤ n− 1

(c) la transposition (1, 2) et le cycle (1, 2, ..., n)

2. Montrer que An est engendré par les 3-cycles pour n ≥ 3

Exercice 2.

Décomposer la permutation suivante σ =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
7 6 9 1 3 8 4 10 5 2

)
en produits

de cycles à supports deux à deux disjoints,déterminer son ordre et calculer σ2008

Exercice 3.
Soit c = (a1, a2, ..., ap) un cycle d’ordre p dans Sn et s ∈ Sn.Calculer c′ = scs−1.
On cherchera l’image par c’ de s(ai)

Exercice 4.
Soient τ1 et τ2 deux transpositions de Sn.Montrer que l’on a nécessairement :
τ1τ2 = id ou (τ1τ2)2 = id ou (τ1τ2)3 = id

Exercice 5.
Déterminer le centre de Sn

Exercice 6.
Calculer sous la forme la plus simple les déterminants suivants :∣∣∣∣∣∣

1 a 2a
a 1 a
2a 2a 1

∣∣∣∣∣∣ ;
∣∣∣∣∣∣
a b c
b c a
c a b

∣∣∣∣∣∣ ;
∣∣∣∣∣∣

1 1 1
a+ b c+ a b+ c
ab ca bc

∣∣∣∣∣∣ ;
∣∣∣∣∣∣
1 cosa tana

2

1 cosb tan b
2

1 cosc tan c
2

∣∣∣∣∣∣ (a+ b+ c = π)

Exercice 7.

Soit M =

a b c
c a b
b c a

 et U =

1 1 1
1 j j2

1 j2 j

 dansM(C)

1. calculer det(M)

2. calculer MU en fonction de f(1), f(j), f(j2) où f(z) = a+ bz + cz2

3. En déduire que a3 + b3 + c3 − 3abc = (a+ b+ c)(a+ bj + cj2)(a+ bj2 + cj)

Exercice 8.

Soit A =


x y z t
−y x −t z
−z t x −y
−t −z y x

.Calculer AtA et en déduire la valeur de det(A)
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Exercice 9.
Sachant que 6958, 16513 et 10927 sont divisibles par 49,montrer que

∆ =

∣∣∣∣∣∣
6 95 8
16 51 3
10 92 7

∣∣∣∣∣∣ l’est aussi
Exercice 10.
Soit E = {M(x, y) ∈Mn(K)}
telle que M(x, y) = (mi,j)avec mi,i = x et mi,j = y pour i 6= j

1. Montrer que E est un sev deMn(K) ,déterminer sa dimension

2. Montrer que E est un sous algébre deMn(K)

3. donner une condition nécéssaire et suffisante pour que M(x, y) soit inversible

4. calculer det(M(x, y))

Exercice 11.
Calculer les déterminants des matrices suivantes :

1. An = (δi,j + aibj) ∈Mn(K)

2. An = (|i− j|) ∈Mn(K)

3. An = (sup(i, j)) ∈Mn(K)

Exercice 12.
Calculer

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 · · · 0 αn
... ↙ ↙ 0

0 ↙ ↙
...

α1 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b · · · b

b
. . . . . .

...
...

. . . . . . b
b · · · b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a a2 · · · an−1

an−1 . . . a · · · an−2

...
. . . . . . . . .

...

a2 . . . . . . a
a · · · an−1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n

n
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 3

3
. . . . . . 2

2 3 · · · n 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;Dn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

S1 S1 · · · · · · S1

S1 S2 S2 · · · S2
... S2 S3 · · · S3
...

...
...

S1 S2 S3 Sn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
avec Sk =

k∑
k=1

i ;

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 + b1 a1 a1 · · · a1

a2 a2 + b2 a2 · · · a2
...

...
...

...
an · · · · · · an an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Exercice 13.
Soit A ∈Mn(K) et Ã =t com(A)

1. calculer rg(Ã) si rg(A) = n

2. montrer que rg(A) ≤ n− 2 =⇒ Ã = 0

3. On suppose que rg(A) = n− 1

(a) montrer que Im(Ã) ⊂ Ker(A)

(b) En déduire que rg(Ã) = 1

4. on suppose que X est un vecteur propre de A associé à la valeur propre λ.Montrer
que X est un vecteur propre de Ã(distinguer les cas λ = 0 et λ 6= 0)
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Exercice 14.

Déterminer le rang de A =


1 1 1 −3
0 2 −2 −2
2 0 4 −4
1 −1 3 −1


Exercice 15.

Inverser la matrice M en résolvant un systéme M =



1 2 1 0 · · · · · · 0

0 1 2 1
. . .

...
...

. . . . . . . . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . . . . . 0

...
. . . 1 2 1

...
. . . 1 2

0 · · · · · · · · · · · · 0 1


Exercice 16.
Montrer que A est semblable à une matrice diagonale et déterminer An pour n ∈ N

A =

1 3 0
3 −2 −1
0 −1 1

 ;A =

 1 −4 −8
−4 7 −4
−8 −4 1

 ;A =

2 2 1
1 3 1
1 1 2

 ;A =


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 −1


Exercice 17.
Déterminer les suites un, vn et wn telles que :{
un+1 = 3un + vn

vn+1 = un + 2vn
;


un+1 = 2vn − wn

vn+1 = un − vn

wn+1 = −un − vn − wn

;


un+1 = un + wn

vn+1 = un + vn

wn+1 = vn + wn

Exercice 18.

1. Calculer le déterminant de VanderMondeD(a1, a2, ..., an) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a0 a2
0 · · · an

0

1 a1 a2
1 · · · an

1
...

...
...

...
1 an−1 a2

n−1 · · · an
n−1

1 an a2
n · · · an

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2. calculer le déterminant réel ou complexe Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a+ b a 0 · · · 0

b a+ b a
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . b a+ b a

0 · · · 0 b a+ b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3. calculer ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a c · · · c

b
. . . . . .

...
...

. . . . . . c
b · · · b a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4. déterminant circulant :Soit ω = ei

2π
n et (a1, a2, ..., an) ∈ Cn

Soit A =


a1 a2 · · · an

an a1 · · · an−1
...

...
. . .

...
a2 a3 · · · a1

 et Ω = (ω(i−1)(j−1))1≤i,j≤n

calculer det(AΩ) et en déduire det(A)
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Exercice 19.

Résoudre le systéme suivant :


ax+ by + z = 1
x+ aby + z = b
x+ by + az = 1

Exercice 20.

Résoudre le systéme suivant :


x+my + (m− 1)z = m+ 1
3x+ 2y +mz = 3
(m− 1)x+my + (m+ 1)z = m− 1
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