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Série 3 : Nombres réels et Suites numériques

Exercice 1.
Montrer que :

1. ∀(a,b)∈ R2
+

√
a+ b ≤

√
a+
√
b

2. ∀(a,b)∈ R2
√
|a− b| ≥ |

√
|a| −

√
|b||

Exercice 2.
Montrer que

1. (∀ x∈ R)( ∀ n∈ N∗)[ [nx]n ] = [x]

2. (∀ x∈ R)( ∀ n∈ N∗)
n−1∑
k=0

[x+ k
n ] = [nx]

Exercice 3.
Soient A et B deux parties non vides de R telle que A est borné et B⊂A .Comparer
sup(A),inf(A), sup(B) et inf(B)

Exercice 4.
Soit A une partie non vide et borné de R .

1. justifier l’existence du nombre ,appelé diamétre de A,δ(A)=sup{|x− y|/(x, y) ∈ A2}
2. Montrer que δ(A)=sup(A)-inf(A)

Exercice 5.
Soient A et B deux parties non vides de R et majorées

1. Montrer que A+B est majorée et que sup(A+B)=sup(A)+sup(B)

2. Montrer que A∪B est majorée et que sup(A∪B)=max(sup(A),sup(B))

3. on suppose que A⊂ R+ et que sup(B)≥0.montrer que AB est majorée et que sup(AB)=sup(A)sup(B)

Exercice 6.
Etudier les ensembles suivants :{ 1

n+(−1)n/n ∈ N∗} ;{ x2

1+x2 /x ∈ R} ;{ xy
x2+y2

/(x, y) ∈ (R∗+)2}

Exercice 7. Inégalités classiques

1. (∀ x∈ R+)( ∀ n∈ N) (1 + x)n ≥ 1 + nx

2. (∀ x∈ R) |sinx| ≤ |x|
3. (∀x ∈ [0, π2 ]) 2

πx ≤ sinx ≤ x
4. (∀x > −1)ln(1 + x) ≤ x

Exercice 8. Suites de Cauchy
on dit qu’une suite (un)n∈N est de Cauchy si :
(∀ε > 0)( ∃ N∈ N)(∀(p, q) ∈ N2) p, q ≥ N=⇒ |up − uq| ≤ ε

1. Montrer que toute suite convergente est de Cauchy

2. Montrer que toute suite de Cauchy est bornée
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3. Montrer que toute suite de Cauchy admet une sous suite convergente
4. En déduire que toute suite de Cauchy est convergente
5. Montrer que toute suite à valeurs dans Z et convergente est stationnaire

6. soit (Hn)n≥1la suite définie par :Hn =
n∑
k=1

1
k .

Montrer que :(∀n ≥ 1)|H2n −Hn| ≥ 1
2 .Que peut-on déduire ?

Exercice 9. Théoreme de Césaro

Soit (un)n∈N une suite réelle. on pose vn = 1
n

n−1∑
k=0

uk

1. Montrer que si(un)converge vers l∈ R alors (vn)converge vers l
2. la réciproque est -t-elle vraie ?
3. Montrer que le résultat reste vrai pour l = +∞
4. Applications :

(a) Montrer que un+1 − un−→l=⇒ un
n −→l

(b) Montrer que :
{

un −→l
(∀ n ∈ N ) (un > 0)

=⇒ n
√
u0u1....un−1−→l

(c) Montrer que
{ un+1

un
→ l

(∀ n ∈ N ) (un > 0)
=⇒ n
√
n−→l

(d) determiner les limites suivantes : lim
n∑
k=1

1
kn ;lim

n
√
n3 + n2 − 1 ;lim n

√
Cn2n ;lim

n

√
nn

n!

Exercice 10.
soit (Hn)n≥1la suite définie par :Hn =

n∑
k=1

1
k

1. Montrer que (∀ n ≥1) 1
n+1≤ ln(n+1)-ln(n) ≤ 1

n

2. en déduire un équivalent de Hn

3. montrer que la suite un = Hn − ln(n) est décroissante et qu’elle est convergente

Exercice 11.
Montrer que toute suite convergente et periodique est constante

Exercice 12.

Soit (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites réelles définies par
{

u0 = 0; v0 = 1
un+1=2un+3vn

5 ;vn+1=3un+2vn
5

determiner la nature de (un + vn)et(|un − vn|)
deduire alors que (un) et (vn) sont convergentes et donner leurs limites

Exercice 13.
Soit (un)n∈N une suite réelle telle que (u2n)(u2n+1)(un2)convergent.
Montrerque(un)converge

Exercice 14.
calculer les limites des suites suivantes :

un =
n∑
k=0

1
(2k−1)(2k+1) ;un =

2n+1∑
k=0

n
n2+k2 ;un = 1

n2

n∑
k=1

[kx] ;un =
n∑
k=1

1√
n2+k

;
n∏
k=1

(1 + k
n2 )

Exercice 15.
Est-ce vrai ou faux ? justifier

1. un ∼ vn =⇒ eun ∼ evn

2. un ∼ vn =⇒ ln(un) ∼ ln(vn)
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3. un ∼ vnetu′n ∼ v′n =⇒ un + u′n ∼ vn + v′n

Exercice 16.
Montrer que (cos(n)) et (sin(n)) n’ont pas de limite

Exercice 17.
Soit (un)n∈N une suite réelle telle que (u2n)(u2n+1)(u3n)convergent.
Montrerque(un)converge
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