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Série 2 : Entiers naturels

Exercice 1. Montrer que :∀n ∈N :
n∑

k=0

kk! = (n + 1)!− 1 ;
n∑

k=0

k
(k+1)! = 1− 1

(n+1)! .

Exercice 2. calculer les sommes suivantes :
n∑

k=0

k2(n + 1− k) ;
n∑

k=0

k2(k + 1) ;
∑

16i≺j≤n
ij ;

∑
16i,j≤n

inf(i, j)

Exercice 3. Montrer que :

1. ∀ n ∈ N-{0,1}
n∑

k=1

1
k2 � 3n

(2n+1)

2. ∀ n ∈ N∗ 4n(n!)3 ≺ (n + 1)3n

3. ∀ n ∈ N
n∏

k=o

(2k + 1)! > ((n + 1)!)n+1

Exercice 4. Soit E un ensemble.Montrer que :E est fini si et seulement si P(E) est fini

Exercice 5. trouver toutes les applications strictement croissantes f :N−→N telles que :
f(2)=2 et ∀(p, q)∈N2 f(pq)=f(p)f(q)

Exercice 6. Etablir que l’application f :N×N−→N(x,y) 7−→ (x+y)(x+y+1)
2 +x est bijective

Exercice 7. calculer les sommes suivantes :
n∑

k=0

1
(k+1)C

n
k ;

n∑
k=0

kCk
n ;

k∑
k=n

(Ck
n)2 ;

Exercice 8. determiner le coefficient de x17 dans le developpement de (1 + x5 + x7)20

Exercice 9. Soit E un ensemble fini de cardinal n .Quel est le nombre de couples (X,Y)
de(P(E))2 tels que X⊂Y

Exercice 10. Soit E un ensemble fini de cardinal n .Quel est le nombre de couples (X,Y)
de(P(E))2 tels que X∪Y=E

Exercice 11. Determiner le nombre de surjections de ‖1, n + 1‖ dans ‖1, n‖

Exercice 12. Soit E un ensemble fini de cardinal n ≥ 1.denombrer :

1. relations binaires de E

2. relations binaires reflexives de E

3. relations binaires symetriques de E

Exercice 13. Pour (n,p)∈ N2 : on pose Sp(n) =
n∑

k=0

kp

1. Montrer que :∀(n,p)∈N2 Sp+1(n + 1) =
p+1∑
k=0

Ck
p+1Sk(n)

2. En deduire que :∀(n,p)∈N2 (n + 1)p+1 =
p∑

k=0

Ck
p+1Sk(n)
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3. trouver les valeurs des sommes classiques :
n∑

k=1

k ;
n∑

k=1

k2 ;
n∑

k=1

k3

Exercice 14. on appelle dérangement d’un ensemble fini de cardinal n toute bijection f de
E sur E telle que ∀ x∈ E f(x) 6= x . Soit Dn le nombre de dérangements de E .

1. Montrer que n!=
n∑

k=0

Ck
nDk

2. Soient f,g :N −→ R telles que ∀ n ∈N :g(n)=
n∑

k=0

Ck
nf(k)

(a) Montrer que :∀n ∈N :f(n)=
n∑

k=0

(−1)n−kCk
ng(k)

(Formule d’inversion de Pascal)

(b) En déduire que : ∀ n∈ N :Dn=n !
n∑

k=0

(−1)k

k!

3. Etablir que :(∀ x ∈ R)( ∀ n ∈ N) ex=
n∑

k=0

(x)k

k! +
∫ x
0

(x−t)n

n! etdt

4. en deduire que lim Dn
n! =

1
e

Exercice 15. Soit E un ensemble de cardinal n .

1. calculer
∑
A

cardA

2. Soit F ⊂ E tel que card F=k

(a) donner le nombre de couples (X,Y) de(P(E))2 tels que X∩Y=F
(b) En deduire

∑
(X,Y )∈(P(E))2

card(X∩Y)

Exercice 16. Soit (Ak)k=1n une famille d’ensembles finis .Montrer que :

Card(
n⋃

k=1

Ak)=
n∑

i=1
cardAi−

∑
1≤i≺j≤n

card(Ai∩Aj)+
∑

1≤i≺j≺k≤n

card(Ai∩Aj∩Ak)+...+(−1)n−1card(
n⋂

i=1
Ak)
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